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Dieſe Sammlung wird uber mathematifhe Ger 


genſtände Bemerkungen > eis „ welche ent⸗ 
weder e 1 
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lic, in andern Buchen, ſo viel dem Her⸗ 
dusgeber dean noch nicht gemacht find, oder 
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Zweitens, zwar in andern Büchern 6 15 


aber wenig bekannt find, oder | wa 1 


— 


Drittens, zwar bekannte Saͤtze enthalten, aber 


irgend eine andere Anſicht, derſelben darbieten. 


L 
L ) 
N * 2 


e , 3 er beide, obgleich fie ib 


ſind, keinesweges fuͤr wirklich neu halt. n 


Allem, was aus andern Buͤchern genommen, * 


zu dem beabſichteten Zweck gebraucht werden, find 


die e auf das Sorgfältigfte angegeben. Auf 
dasjenige, bei welchem keine Quellen angezeigt ſind, 
iſt der Verfaſſer ſelbſt gekommen. Er wird aber 


mit Dank annehmen, wenn man ihm nachwe ef: 
fet „ wo ſolches ſchon angetroffen werde, um 
ſolche fruͤhere Ideen mit den ſeinigen zu ver⸗ 


gleichen. Bemerkungen der zweiten Art hat der 
Verfaſſer aufgenommen, weil oft 8 manchem 0 
nicht ſehr bekannten mathematiſchen Buche Vor⸗ 


treffliches enthalten iſt, welches mit dem Buche 

N in Vergeſſenheit geraͤth, und weil gute mathe⸗ 
| matiſche Ideen nich genug in Umlauf geſeht wer⸗ 
den kommen. 
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Die Aufſaͤtze in dieſer Sammlung werden 


ſich nicht auf einen beſondern Theil der Mathe⸗ 


* 7 7 5 
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; res verbreiten, * ir sie blos men 
Site angemandt werden. 71 Bi 
Ku 4 e 1 2 | 
„Eine Verbindung nnen den Affen wird 
nicht weiter Statt finden, als daß nur ſpaͤtere, wo 
ö es noͤthig ift, auf vorhergehende ſich beziehen, nicht 
umgekehrt. Weil in den „auf den ſiebenten Aufſatz 
folgenden „Abhandlungen die ſogenannte Differential 
und Integral ⸗ Rechnung gebraucht wird, in jenem 
fü ebenten Auffag aber der Verfaſſer ne uͤber 
dieſe Rechnung mitgetheilt hat, worauf ſich her⸗ 
nach die folgenden Aufſaͤtze beziehen, ſo wuͤrde der⸗ 
jenige, welcher etwa die Auffäge nicht nach der Reihe, i 
fondern zerſtreut leſen will, wenigſtens den ſiebenten 
Aufſatz zuerſt leſen müffen, ar | 


So wenig in dieſer Sammlung die Auffäge 
von einerlei Art ſind, oder einerlei Zweck und 
8 Gegenſtand haben, ſo wenig hat fi der Verfaſſer 
für eine einzelne Klaſſe von Leſern beſtimmt. Wer 
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i die Mathematik veiter ergrü wi 
bier und da einen Gedanken e en 
Bemerkung werth halt. Denjenigen, welchem ie 
Mathematik mehr Huͤlfswiſſenſchaft iſt, werden N 
jenigen Dinge r Anſichten intereſſiren, die weni⸗ 5 
ger bekannt nd und der Anfaͤnger wird entweder | 
Manches in den Auffägen finden, | was er noch 
nicht kannte, oder es wird ihm hie und da Einiges 
leichter ſcheinen, was ihm ſonſt ſchwer wurde, denn 
der Verfaſſer hat ſich bei der gegenwaͤrtigen und 
allen ſeinen andern kleinen mathematiſchen Arbeiten 
immer zugleich den Zweck vorgeſetzt, das Schwere 
leichter und das Hoͤhere elementar machen zu helfen, 1 
damit die Wiſſenſchaft, dieſes Gemeingut aller 8 
Menſchen, immer mehr jedem zuganglich werden | | 


| 


möge. 


| 

Daß der Berfaffer überhaupt die Sammlung | 

dem Druck uͤbergiebt, glaubt er, wenigſtens gegen 

ſich ſelbſt, entſchuldigen zu koͤnnen, weil er ſich dar 
bei der reinſten Abſicht bewußt if, Er hat bei 
der Bekanntmachung durchaus keinen Zweck fuͤr ſich 


Ron it. a, . u 
Daß er aber ſeine Bemerkungen in a. FR 
5 zerſtreuter Aufſaͤtze mittheilt, die man gewöhnlich nut 


von bewaͤhrten Kennern nicht ungern aufnimmt, 


wo und wie es in ſeinen 


glaubt er, um den Schein abzuwenden, als lege 
er auf feine mathematiſchen Einſichten oder Arbeiten 
einen zu großen Werth, noch befonders entſchuldigen 
zu muͤſſen. Gaͤbe es nämlich in deutſcher Sprache 
eine Zeitſchrift für die Mathematik, wie ſie fruͤher 95 
exiſtirte und jetzt noch in franzoͤſiſcher Sprache da 
iſt „ für deren Form zerſtreute Aufſaͤtze paſſen, ſo | 
würde er feine Bemerkungen in eine ſolche Zeitſchrift 
niedergelegt haben. Da aber die Gelegenheit mangelt 
und die Auffäge eben nicht deshalb ungedruckt bleiben 
mußten, weil es keine deutſche mathematiſche Zeit 
ſchrift giebt, außerdem aber der Verfaſſer ſeine Aufſaͤtze 
gern nur in deutſcher Sprache mittheilen wollte, 
weil die franzoͤſiſche Zeitſchrift von Deutſchredenden 
nicht allgemein genug geleſen wird, ſo blieb ihm 
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des er ſten Bandes. 
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Hex die Analyſe der geraden Einien und Ebenen 


im Raume 1 „ . 


Inhalt der Polygone und Polyeder durch die Coordi⸗ 
naten der Ecken 5 N * 
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Einige Bemerkungen über die dreifeitige Pyramide 
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} Von den drei Kreiſen in einem Dreieck, deren jeder 
die beiden andern und 1 2 Seiten des Dreiecks be⸗ 


rührt a ; 4 * * * + 
Von den beiden in und um ein Dreieck beſchriebenen 


Kreiſen und der Entfernung ihrer Mittelpunkte von 
einander 4 


Ueber die vier Kreiſe, welche die Seiten eines 
geradlinigen Dreiecks innerhalb und die verlaͤngerten 
Seiten außerhalb beruͤ hren . 
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ueber die Analyſe der Herten Linien und 
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1. 


Die Methode, gerade Linien und Ebenen im Raume durch 
Gleichungen auszudruͤcken, iſt bekanntlich bei der Unterſuchung 
ihrer Lage gegen einander, der Körper, die von Ebenen um⸗ 
ſchloſſen find, der krummen "Flächen und der krummen L Linien im 
Raume; ferner, in der Mechanik u. ſ. w., von großem Nutzen. 
Die Theorie der geraden Linien und Ebenen, die von dieſen Glei⸗ 
chungen ausgeht „ iſt der erſte Abſchnitt der Theorie der geöme⸗ 
triſchen Zeichnung oder der Grund- und Aufriffe der beſchrei- 
benden Geometrie (geometrie deseriptive). Man gelangt 
analytiſch, durch die Gleichungen der Flächen und Linien, auf 
eine leichte und elegante Weiſe zu den verwickelteſten geometri⸗ 
ſchen Saͤtzen, und die Methode iſt, wie überall die analytiſche, 
ganz geeignet, um in der Geometrie weiter fene und 
ö neue“ Sie zu finden. 

Die Arbeiten von Euler, Sag enge und ei von 
Monge laſſen hier zwar, was die Allgemeinheit betrifft, kaum 
etwas zu wuͤnſchen uͤbrig, allein wegen ihrer Abſtraction ſind 
die Saͤtze noch wenig elementar, auch kann vielleicht Manches 
noch einfacher und uͤberſichtlicher gegeben werden. So z. B. 

iſt bei den gewöhnlichen Bezeichnungen nicht jeden Augenblick die 

Bedeutung der Coefficienten in den Gleichungen deutlich, und 

weil nicht alle Glieder dieſer Gleichungen gleich viel Abmeſſungen 

haben, verlieren ſie an Symmetrie. Die moͤglichſte Symmetrie 

iſt aber fir die Rechnung wichtig, weil man Ausdrucken, die. 

nach den verſchiedenen Lagen der Figuren verſchiedene Formen 
g 2 | 


haben konnen, durch die bloße Ken ing der 
Geſtalten, deren ſie fähig ſind, geben kann, oh ü 
waͤre, die Rechnung zu wiederholen, welches bei unſymme 
Ausdruͤcken nicht angeht. Die Entſtehung der Gleichungen 
der erſten einfachen Betrachtung der Figur ſcheint ſich auch eine 
facher nachweiſen zu laſſen. Je einfacher aber die Ableitung ift 2 

und je regelmaͤßiger die Formeln ſind, von welchen man aus⸗ 
geht „ je leichter kommt man mit denſelben weiter. Ja, die 
Regelmäßigkeit der Formeln iſt, nach einer Bemerkung „ 
irgendwo Euler gemacht hat, ſelbſt ein Kennzeichen hen Rich⸗ 
tigkeit. | | 1 

Da nun uͤber die Analpſe der Ebenen und geraden Lini 

in deutſchen Buͤchern noch wenig nen 1 nenen hier 
einigen Raum finden. Na 


Der Darſtellung a Gurken fm. einige Annan 
Anngen folgen ui Ä 


N % en 0 

Won’ dem Punkte in der Ebene un d im 

5 t Raume. ig rail 
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Die 5 eines Punktes im . iſt alm ve enn | 
man feine, Entfernung von drei willkuͤrlichen, nicht mit einander 
parallelen Ebenen kennt, die man, der Einfachheit wegen, auf 
einander ſenkrecht annehmen kann, ſo daß ſie die koͤrperliche 
Ecke eines Wuͤrfels oder Cubus von unbeſtimmter Ausdehnung 


bilden. Fuͤr einen Punkt, der i in einer gegebenen Ebene liegt, 


ſind ſchon die Entfernungen deſſelben von zwei auf einander 


ſenkrechten gecaden Linien, die en die ahne eines . 
Winkels bilden, hinreichend. Alt 


Man nennt die Entfernungen in beiden Fällen, Coordi⸗ 


naten, die feſten Ebenen, im erſten Falle Coordinaten⸗ 
Ebenen, die geraden Linien, in welchen die Coordinaten⸗Ebenen 


ſich durchſchneiden „Coordinaten- Axen und den Punkt, in 
welchem ſich die Axen oder die Coordinaten - Ebenen ſchneiden, 
Anfangs- Punkt der Coordinaten, Bei Linien in 


— / 
* 


E: T,[“vd u 


1 
* 


Ad 
a 


zeichnet, „ſo heißt diejenige — 2 WA mit x 1 BAR 1% 
der x die Ake, welche mit y parallel iſt, Axe der „, die mit 
ee al Axe der 2. Die Ebene, welche mit K und y 
zugleich parallel iſt, Ebene der xy, die mit y, 2 parallele 
Ebene, Ebene der yz, und die mit 25 2 ie in 2 
1 Nei Nr. 

Fur einen Punkt in 40 Ebene konnt nur die . de 
x und y Hr, en 
um die Vorſtellung och deutlicher zu wachen, 9000 wal 
ſich die Ebene der xy fir Punkte im Raum, und die Axe der 
x fie Punkte in der Ehene wagerecht vorſtellen. Dann ſtehen 
die Ebenen der xz und der xy, ſammt der Axe der 2, für 
e 1 50 rg 15 der y ie letztere, 1 5 


aA 


n Von den Eike und Flaͤchen. 
Win . | 

Da man ſich in der ganzen Sana einer Linie oder 
Flaͤche, wo man will, Punkte vorſtellen kann, die Entfernungen 
dieſer verſchiedenen Punkte aber von feſten Coordinaten-Ebenen, 
oder von feſten Coordinaten-Axen, weil fie unmittelbar oder 
ſtetig auf einander folgen, nach irgend einem Geſetze, welches der 
Natur der Ebene oder Linie gemäß ift, von einander abhängen 
muͤſſen, fo daß z. B., wenn die Entfernung eines Punkts von 
der einen Ebene oder Axe eine gewiſſe Groͤße mehr beträgt, als 
die eines anderen Punkts, ſeine Entfernung von der andern 
Ebene oder Axe ebenfalls nach einem gewiſſen Geſetze größer 
oder geringer ſeyn muß, als die des andern Punkts: ſo iſt klar, 
daß die Ebene oder Linie, worin die verſchiedenen Punkte liegen, 
durch jenes Geſetz der Abhaͤngigkeit der Entfernungen ihrer 
Punkte von den feſten Coordinaten-Ebenen oder Axen, alſo 


durch das Geſetz der Abhaͤngigkeit ihrer Coordinaten von einan⸗ 


der muͤſſen beſtimmt werden koͤnnen. Die Gleichungen, welche 
dieſes Geſetz ausdruͤcken, nennt man Gleichungen der Li⸗ 
e 


% 


und es 0 1 daß dieſe eee Bu aller Punkte 
ohne Ausnahme, die je in der Ebene oder Linie gedacht Menden 
können, bezeichnen, weil von allen das Verhaͤltniß der Entfer⸗ 
nung demſelben Geſetz unterworfen iſt. Dieſe Glachungen N 
Linien und Ebenen find ſolche, die man in der Algebra unbe 
ſtimmte nennt, weil ſie fuͤr alle mühe c in der 
Ebene oder Fläche paſſen. 

Die Gleichungen der Linien in der Ebene find. von der Emm 
(y) o, weil nur zwei Coordinaten vorkommen, diejenigen der 


Flächen im Raume von der Form £ (xyz) = o, weil hier 


drei Coordinaten noͤthig ſind. Die Linien im Raume koͤnnen, 
wie ſich ſpaͤterhin, hier wenigſtens für die geraden Linien, zeigen 
wird „Bst durch drei Gleichungen von der Form k (xy) 
„ c augen werden, von 
welchen aber je zwei ſchon die dritte enthalten. In allen dieſen 
Gleichungen iſt der Werth, wenigſtens einer der drei Größen, 


vollig willkürlich. Bei der Fläche im Raum find es deren 


— 


zwei. Sind dieſelben aber angenommen worden, fo ift die uͤbrige 


Groͤße nicht mehr willkuͤrlich, ſondern hat nothwendig den 


Werth, der ihr, vermoͤge der Gleichung, oder, was daſſelbe iſt, 
vermoͤge der Natur der Linie oder Fläche, die fie ausdruͤckt, zu⸗ 
kommt. Denn die Linie oder Flaͤche iſt in der That nichts 
anders, als die nach einem gewiſſen Geſetze ſich ee ſtetige 
ieee der Punkte. 


ab 
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4. 
Will man einen beſtimmten Punkt in einer Linie oder 


Flaͤche bezeichnen, ſo darf man nur ſeine Coordinaten nennen, 


von welchen allemal eine, vermoͤge der Gleichungen, von den 
uͤbrigen abhaͤngt, oder durch die uͤbrigen gegeben iſt. Man kann 


alſo einen Punkt geradezu durch feine Coordinaten bezeichnen, 


z. B. den Punkt im Raume, deſſen Coordinaten p, q und r 
find, ſchlechtweg durch (p, q, r) den Punkt in der Ebene, deſ⸗ 
ſen Coordinaten pq ſind, durch (p, ). Dergleichen Bezeich⸗ 
nungen ſind abkuͤrzend und folglich nuͤtzlich; denn in der Kuͤrze 
des Ausdrucks liegt die Stärke der neuern Analyſe. Die 


Sache Begriffe 9 und mit einm zu eb 
zu deren Darſtellung ſonſt eine 1 1 von Worten u. 
wüde on. w 
BR: eben 100 Being erfordert, daß man den 
0 angs⸗ Punkt der Coordinaten, Punkt o, nenne, denn diefer 
Anfangs = Punkt iſt derjenige, deſſen Coordinaten o find. Auf 
dieſe Weiſe kann man manches Wort aaa. welches die 
e nur aufhaͤlt und ee | | 


— 
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IJIgn gleicher Abſicht kann man eine Flaͤche oder Linie blos 
durch ihre Gleichungen bezeichnen, und z. B. unter: Flaͤche 
f (xyz) = o die Flaͤche verſtehen, deren Gleichung f (xyz) 
— o ift, unter: Linie f (xy) = 9, die Linie in der Ebene, 
deren Gleichung f (X) = o, unter: Linie f (xy) = o, 
© (y2) = o, F (xz) = o, die Linie im Raume, deren Glei⸗ 
chungen f (y) = o, ꝙ ) = o und F (x2) o fin, 
Auch dieſe Bezeichnung 1 den Ausdruck ab und A ihn 
beſtimmter. UL «a 


e N 4 + ah 6, ps 
A Die Gleichungen von Ebenen und Ae A e 
lich unendlich verſchiedene Formen haben. Jede Gleichung Au 
ſchen zwei oder drei unbeſtimmten Größen druͤckt eine Linie 
oder Flaͤche aus, a gibt es Linien und Flaͤchen von unzählig 
verſchiedener Geſtalt. ia 
Die Aufgabe iſt doppelter Art . aus der Gleichung die 
Geſtalt der Linie oder Flaͤche, oder aus. dieſer jene zu finden. 
Die Gleichung kann willkuͤrlich angenommen „ oder irgend ſonſt 
woher ven, gegeben ſeyn, und man kann aus ihr die Ge⸗ 
ſtalt der Linie oder Fläche ſuchen. Umgekehrt kann man aus 
der Geſtalt der Linie oder Flaͤche ihre Gleichung ſuchen. So 
kann man z. B. die Linie ſuchen, die von der Gleichung 
* Ty = a2 ausgedruͤckt wird. Sie iſt ein Kreis, deſſen Halb⸗ 
meſſer = a. Oder man kann umgekehrt aus irgend einer der 


man die Haren EN, 


Eintheilung derſelben, die nach den Abmeſſungen der änk . N 
lichen Größen. Dieſer veränderlichen Größen können nie mehr 


4 Elernſchoften des an fine 


ad 


Geht man von den Gleichungen aus, fo ift die natl 


als drei ſeyn. Man nennt Gleichungen, in welchen die ver⸗ 
änderlichen Größen nur in der erſten Abmeſſung rkommen, 
wie ax . by ＋ cz ＋ d. = o, Gleichungen des aſten 
Grades; kommen fie bis zu zwei Abmeſſungen vor, wie ax? 
＋ by: T cky ＋ ex ＋ f'üy +gxy + h3=o, 
Gleichungen des zweiten Grades u. ſ. w. Bekanntlich drucken 
die Gleichungen des erſten Grades gerade Linien und Ebenen, 
die des zweiten: Grades die Durchſchnitte von, Ebenen mit der 
Fläche eines, Kegels 5 ſolche Flaͤchen aus, deren Pane 
mit Cbenen überall Searlnite find Ye Wi e 

NK 5 > 8. N x n 77 (A0 * 


| Geht man von den geometrischen Eigenschaften, 5 Linien 
und Flächen aus und ſucht die Gleichungen, ſo ſcheint die natuͤr⸗ 
lichſte Eintheilung die, in gerade und krumme zu ſeyn. Linien 
und Flaͤchen der zweiten Art zerfallen wieder in viele andere. 


* 


Hier ſoll nur die Rede ſeyn von den Linien und hen 


der aten N, ati von den e nn und den Ebenen, 


71 
* . 
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einer Ebene, und den Ebenen. N 


en Die Geſtalt ber. einten und Ebenen aus 
Aden Gleichungen. | 
die Gleichungen ax by: He’ o und ax & by +«z 
e o nur grade Linien und Ebenen und keine andern 
Linien und Flachen ausdruͤcken können, das. heißt „ daß alle 
Punkte, fuͤr deren Entfernungen von den Coordinaten⸗Axen und 
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Von den Gleichungen der. geraden Linien in 


N Geht man von den Gleichungen aus, ſo iſt zu te | 


aa: innen. 6 “u 
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jr 1. Miß bringe die erſte Ging * by 
ea u cn am REN. | 
„RE anf die Form, y--, — m” und fee d | 
n . ” K ‚ Ran 8 75 


— . N daß y = , ſo ift 4 die Entfernung AB, 


in wacht die Linie, u welche die gegebene Gleichung Ausdrückt, g 
die Axe der y schneidet, denn aus der Gleichung ySαN L 
folgt y ß fir x o, alſo iſt 3 die Ordinate AB, die der 
Abſci eiſſe x zukommt. Nun folgt aus der Gleichung Y ex EG, 


e 71 aber it =MD, E, fagich ft 


Are 


X 
VD 
155 eine ogg Größe *, das heißt, eine Größe , die me 
alle x und 7 die naͤmliche if 
7 MD 
7 ne Quotient 35 druͤckt aber die tügonomettiche € Tan⸗ 


gente des Winkels 758 aus, welchen eine, durch zwei Punkte 
der Linie M und B gezogene gerade Linie mit der Abſciſſen⸗ alte. 
macht. Alſo haben alle jene geraden Linien einerlei Neigung gegen 
1 die Affen » pe und fallen folglich mit einander, und mithin 
mit der Linie ſelbſt, welche von der Gleichung ausgedruͤckt wird, 
zuſammen. Mithin iſt dieſe Linie eine ar und kann keine 
andere ſeyn. i 1 a 4 
aa ig. 2. II. um zu zeigen, daß die „Gleichung 15. 450 y 
ez te: u eine Ebene ausdrike, bringe man fie auf die Form 
ar “ein 


2 4. x ee 26. und ſete e, Ä 2 


vis . x 


eg 5 Rh 
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„Nun nehme man in der Ebene der xy irgendwo eine 
e ii DE an, die mit der Axe der xy, oder einer ihr par⸗ 
allel gezogenen Linie D F, einen Winkel G macht, deſſen trigo⸗ 
nometriſche Tangente m iſt, ſo iſt, wenn die Coordinaten dieſer 


N } ie Mas a g N , SR K 
N 8 * Nee 


Linie DE, x und 55 und dietengen bes Punkts 
find, TE ER Ueber der geraden 
man eine ſenkrecht ſtehende Ebene an, ſo wird dieſelbe 
ſuchte Flaͤche SN Yu in irgend einer Linie ſchne 
Die Punkte dieſer Durchſchnitts-Linie werden eben ſowohl von 
der Gleichung der Flaͤche ausgedruͤckt werden, als alle andere. 
Fur einen zu den Coordinaten x, y und 2 gehörigen, in dieſer 

Linie liegenden Punkt iſt 2 = K ＋ GN , ‚für. den Punkt 1 
D’ ſenkrecht über D, der ebenfalls in der Linie liegt, und deſſen 
dritte Coordinate r ſeyn ſoll, iſt ra pT ENT. Zieht man 
dieſe Gleichung von der vorigen ab, ſo kommt 2 r (2 p) 
＋E (y- q). Es war aber oben y—q=m(x—p), alſo iſt 

2 — r (a +ßm)(x—p). Nun nehme man von dem 
Punkt (x, y, 2) eine E Linie nach dem Punkt über D ge⸗ 
zogen an, jo macht dieſe Linie mit der Ebene der &, „ einen. 
Winkel, deſſen Tangente gleich der Höhe des Punkts xyz über 
den Punkt pgr, dividirt durch die Länge DM gleich iſt. Die Hohe 
it 2 — r, die Länge DM it *(y—9)*’+(z—p)?) 
V Cn A P) G- DYE ne), alfe ift 


die Tangente des Winkels jener geraden Linie mit der Ebene der xy,’ 


Es war aber N +Am) 5 Dr 


*Im 
Vm 


dige Groͤße. Mithin wuͤrde jede 1 e Sinie , die man aus 
irgend einem Punkte derjenigen, in welcher die uͤber DE 
ſenkrechte Ebene die geſuchte Flaͤche z=ax TY Ty ſchneidet, 
nach dem Punkt uͤber D ziehen kann, dieſelbe Neigung gegen die 
Ebene der xy haben. Alle die geraden Linien werden folglich, 
da ſie obendrein in einer und derſelben Ebene, naͤmlich in der 
ſenkrechten Ebene über DE liegen, in einer und derſelben geraden 
Linie zuſammen fallen, woraus folgt, daß der Durchſchnitt der 
uͤber DE ſenkrechten Ebene mit der Flaͤche a ENTE 
eine gerade Linie iſt. Die Linie DE aber war ganz willkuͤrlich, 
alſo iſt der Durchſchnitt jeder beliebigen, auf die Ebene der xy 
ſenkrechten Ebene, mit der Flaͤche 2 = EY eine gerade 


ER 22 
GDV utm) 


d alfo iſt die are = 5’ fogglich eine Gefläne 


0 


dividirt, auch die Geſtalt 


jun dieſts das Kennzeſchen der Ebenen ift, fo kann die 
eichung 2 = ＋ / u Y oder e, e 
nur eine ne un nichts munen een Han, 


5 1 ee 
. e 0, 


5. Steigungen der geraden Linie in der Ebene, 
und der Ebene ſelbſt aus ihrer Geſtalt. 


Wenn umgekehrt die Gleichung aus der Figur ſtatt, wie 
bisher „ die Figur aus der Gleichung 5 werden ſoll, ſo ſcheint 
der kuͤrzeſte Weg folgender: 

Fig. 3. I. Es ſey XV eine de Linie in der Ebene, 


von welcher die Gleichung verlangt wird. A X ſoll die Axe der k, 


AV die Axe der y ſeyn. Die Entfernungen der Durchſchnitts⸗ 
Punkte X und Y der gegebenen Linie und der Axen vom Punkt 
o ſollen a und b ſeyn. Q ſey ein beliebiger Punkt in der Linie 
XV, deſſen Coordinaten x und y find,. fo iſt der Inhalt 


des Dreiecks A QX gay, der Inhalt des Dreiecks AQ N 
—zbx und der Inhalt des ganzen Dreiecks AX X gab. 
Die beiden erſten Dreiecke aber ſind zuſammen dem dritten ig 


alſo Kin 
Inte d le tee 
und dieſes iſt die verlangte Gleichung der ehe Line xy zs 


nämlich die Gleichung, die zwiſchen den Entfernungen jedes be— 


liebigen Punkts in ihr von den Coordinaten-Axen und den bes 
ſtaͤndigen Entfernungen ihrer Durchschnitte mit den Coordinaten⸗ 
Axen, von dem Punkte o, Statt findet. 

In dieſer Gleichung haben die Coefficienten eine Seftinmte 
Bedeutung, die Glieder der Gleichung aber haben gleiche Ab⸗ 
meſſungen, welches in der ſonſt gewoͤhnlichen Form nicht der 
Fall iſt. Man kann der Gleichung, wenn man Ei mit ab 


1 


n ö Y 
2. 7 


b * a 
geben / oder ns Pe ei 


3. vb, oder T. b. 75 


* 


5 5 von J in . a u 


In dieſer . den aer 


wie geb. N Wg ı man die Tangenten der Bat, die . 10 


5 Linie mit den Apen ct K and m, fo en == k, W 1150 
die * ed en pen Tore nal, dan 
ned . cn e N id 
Wel — a, ſo iſt allemal N yet 1 5 5 15 0 

. K Ie Rin 0 NM * 


In vr Geſtalt (1 und 2) hat die. 4 nur eine ein⸗ 
zige b eme denn wenn man die Buchſtaben weiter ruͤckt, kommt 
man immer auf das Naͤmliche, z. B. ay hx Sab gibt weis, 
ter geruͤckt bx Pay ba, welches das Naͤmliche iſt. Hingegen 
in der Geſtalt (3. und 3.) hat fie die oben angegebene zweifache 
pm Die eine drückt ſowohl die Linie aus, als die andere. 

Es iſt kaum zu bemerken noͤthig, Aug die Gleichung 
Racer fuͤr jede moͤgliche Lage der Linie gegen die Axen paßt. 
Es kommt nur darauf an, daß man genau beobachtet, ob a und 
Er. pofitiv oder negativ ſind. Naͤmlich vom Punkt o aus gehen 

a und b immer nach der rechten Hand und nach oben zu. Alle 
a alſo, die linker Hand der Axe der y, und alle b, die unter 
der Axe der x liegen, find: negativ. Hätte z. B. die Linie X 
die Lage Fig. 4., fo wäre b poſitiv, a negativ. In Figur 5. 
waͤre a poſitiv und b negativ, und in Figur 6. beides, a und b 
negativ. Eben ſo ſind alle x, die links von der Axe der Y. 2 
gen, und alle y, die unter der Axe der x liegen, negativ. 

II. Es werden die Gleichungen einer Ebene verlangt, die 
die Axen der x, y und 2 in den Entfernungen a, b unde c von 
dem Punkt o ſchneidet. 

Hier möge zuerſt, und zwar ein⸗ für allemal, wegen der 
5 Zeichnung der Figuren im Raume oder der Körper bemerkt wer⸗ 
den, daß ſolche nie perſpectiviſch ſeyn, ſondern daß die Figur auf 
dem Papiere allemal die Projection des Korpers auf der Ebene 


| m Ä ri d Be, nennt; die 75 das b Papier erhöht 
eee Junfte des Korpers aber werden durch die nämlichen 
Buchſtaben bezeichnet werden, die bei ihren, ſenkrecht unter 
ihnen liegenden Projectionen ſtehen „jedoch, um ſie von ihren 
Projectionen zu unterſcheiden, ein, zwei und mehrere Mal accen⸗ 
tuirt, je nachdem einer uͤber dem anderen liegt. Man trifft zu⸗ 
; weilen, ſelbſt in mathematiſchen Lehrbuͤchern, perſpectiviſche Zeich⸗ 
nungen an, ehe von der Perſpective ein Begriff gegeben worden. 
Sind dieſe Zeichnungen ſchattirt, ſo wird die praktiſche Vorſtel⸗ 
lungskraft des Beſchauers in Anſpruch genommen, und es laͤßt 
ſich noch denken, daß derſelbe durch die Zeichnung die Vor⸗ 
ſtellung deſſen, was fie darſtellen fell, erhält. Aber oft fehlen 


nicht allein die Schatten, ſondern die Zeichnungen ſind obendrein 


noch fo wenig richtig perſpectiviſch, daß ſelbſt der geübte Leſer 
Muͤhe hat, ſich darin zu finden. Dergleichen Zeichnungen er⸗ 
ſchweren dann den Vortrag, ſtatt ihn zu erläutern und gehören zu 
den Widerſpruͤchen, die der Mathematik fremd ſeyn ſollten. 
Der bloße Grundriß oder die Projection {anf eine Ebene reicht 
in den meiſten Faͤllen zu einer deutlichen Vorſtellung von dem 
Körper hin. Iſt die Figur verwickelter, ff kann die Projection 
auf eine zweite, auf den Horizont ſenkrechte Ebene, die dann 
wieder das Papier vorſtellt, oder gar noch die Projection auf 
eine dritte, auf die beiden vorigen ſenkrechte Ebene, hinzu⸗ 
kommen, wie es in der deferiptiven Geometrie Gebrauch iſt. 
Fig. 7. Hier alſo iſt von einer ſchiefen Ebene die Rede, 
die die Axen der x, y und 2 in den Entfernungen A Ran, 
AY==b in AA c von dem Punkt o, ſchneidet. M' ſey ein 
beliebiger Punkt in dieſer Ebene, deſſen Eoordinaten AP QM 
x, PASAQ=y und MM z find. NM'A fey eine gerade 
Linie von M nach A. Durch dieſe Linie und die Axen der 
x, y und 2 ſollen drei Ebenen AM X AMY und AM' A! 
gelegt ſeyn, die ſaͤmmtlich die gegebene Ebene XYA’ ſchneiden, 
ſo wird die Pyramide AX N dadurch in drei andere getheilt, 
deren Inhalt zuſammen dem der ganzen Pyramide gleich iſt. 
Der Inhalt der Pyramide AA XM. m un derjenige 
der Poramibe e iſt 3zbey und der Juhalt der Py⸗ 


ae 


n 
ene AX YM. it z a bz. Der i Schalk et 
AX YA hingegen ift s abe, alfo iſt W 

6. bex Tcay Tabz abe, . vr 
und dieſes ift die verlangte Gleichung der Ebene, nümich! wi 
derum die Gleichung, die zwiſchen den Entfernungen jedes Pe 1 
liebigen Punktes in der Ebene von den Coordinaten⸗ Ebenen und 
den conftanten Entfernungen des Punktes o von den Durch⸗ 
ſchnitten der Ebene mit den ee findet. 


Auch in dieſer Glahn laben die Coeſſckenten der FEN 
dinaten eine beſtimmte Bedeutung und die Glieder haben ſaͤmmt⸗ 
lich gleiche Abmeſſt ungen, i in der ae benen N 1 


der Fat * | ange 
Man kann wieder nach Belieben den l der 


Ebene verſchiedene Geſtalten geben, z. B. wenn man fi mit 
a by c dividirt, die Ba a 


7. +, eng, 


welches die ſonſt öfters For7m . 
Ax+ByrCz=ı vi deren Coefſicienten A, „„, s 


Le 

alſo die Bedeutungen N c haben. 
a 

| Will man die eine oder die andere der drei Coordinaten 
abſondern „ fo dividire man die Gleichung mit ihrem Coefficien⸗ 
ten, welches feen N der Gleichung gibt: 


— 


5 Bejeicpnet man die Quotienten 0 b. e durch k, m, 
n,, ſo bekommen die Gleichungen der Ebene die Gestalt: 


2 
u | 


| Sn der Form 6, EN 165 iſt die Gleichung der Ebene nur 
einfach, in der Geſtalt 8, und 9. dreifach. Aber durch bloßes 
Weiterruͤcken der Buchſtaben findet man die dreierlei Geſtalten 
der Gleichungen eine aus der andern. 


n 
Vor der Hand werde bemerkt, daß, weil Ei 1 55 ea 


2 a ok mn==1 

iſt. Die Bebeltlag der Größen k, m, n in der Figur kommt 
weiter unten (J. 30.) vor. Daß alle dieſe Gleichungen die Ebene 
ausdruͤcken, welche Lage ſie auch immer gegen die Coordinaten⸗ 
Ebene haben mag, und daß es nur darauf ankomme, Acht zu 
haben, ob die Entfernungen a, b, e ihrer Durchſchnitts⸗ Punkte 
mit den Axen vom Punkt o, pofitiv oder negativ ſind, iſt klar. 
Alle a und K, die rechter Hand der Axe der Y, alle b und y 1 
die uͤber der Are der x, und alle e und 2, die Über der Ebene 
des Papiers liegen, ſind poſitiv, die, welche die entgegengeſetzte 
Lage haben, negativ. | | 


41. we 
Man kann noch auf mancherlei Art die Gleichungen der 
geraden Linien und Ebenen finden. Eine von den ſinnreicheren 


iſt die, welche, Lacroix zufolge, von Fourrier hertuͤhrt. 
Zieht man naͤmlich auf die gegebene gerade Linie oder Ebene 


eine andere gerade Linie ſenkrecht, ſo ſind zwei beliebige Punkte 


in der letzteren, wenn ſie von der gegebenen Linie oder Ebene 
gleich weit abſtehen, auch von allen uͤbrigen Punkten der ge⸗ 
gebenen Linie oder Ebene gleich weit entfernt. Dieſen Satz 
konnte man ſogar zur Definition der geraden Linien und Ebenen 
machen. Dadurch wuͤrde der Begriff von Entfernung oder 
Laͤnge, zum Grundbegriff in der Geometrie, und der Begriff des 


| Winkels, ſey es dir nah Cu lid, als 5 10 


Raums, wuͤrde entbehrlich werden. Es iſt die Frage, ob n 


ER: \ 0 # 
2 35 N. 8 % 1 N s 5 x 7 4 
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oder nach Bertrand, als Theile des gränzten 
nicht gar auf dieſem Wege zu einer recht klaren Theorie . 
Parallelen gelangen koͤnnte; nur ſcheint der Satz zur erſten 
Definition nicht einfach genug, wenigſtens nicht er „ als 
das berühmte eilfte Axiom oder Poſtulat des Euklides. 

Hier laͤßt ſich der Satz folgendergeſtalt benutzen. Die 
Entwicklung mag hier ſtehen, N weil fe. nicht ſehr bekannt iſt. 
Man nimmt naͤmlich, ur 
I. um die Gleichung der geraden Linie zu dk, zwe belis⸗ 1 
bige Punkte in der auf ſie perpendiculaͤren geraden Linie an. 
Die Coordinaten derſelben ſollen p, q und p, d ſeyn. Die 
Coordinaten eines beliebigen Punkts der gegebenen Linie fette 
x, y ſeyn, fo iſt offenbar die Entfernung des e p/ 
vom Punkte * 


V= O. 5 


und die Entfernung des andern Punkts p' q vom bunte Bei y 


—/ (sc? O- I). 


Beide ſind nach dem Grundſatze einander gleich 1 was auch 


x und y ſeyn mögen; alfo iſt 


a RL De Er 
ober * p Ip —2 49 ff. ö 
pP LV 2 V d oder 
11. (P p) * (d- Y = -b pd). 
Dieſe n hat ſchon die Geſtalt der obigen Gleichung der 
graden Linie, denn fie enthält x und y nur in, einer Abmeſſung. 
Legt man nun von den beiden Punkten pq und p'q', die willkuͤrlich 
find, z. B. den letzten, in den Punkt o, fo iſt p' So und 
q und aus der Gleichung 11. folgt: ö 
(fp, = pRX＋Tqy. 
Die Größe p; q; iſt das Quadrat der Entfernung des er 
24 vom e o; heißt dieſe 2 P, fo iſt A 
a Ba. | 

Nun geht die gegebene Linie mitten zwiſchen den Punkt o und 
pd durch, alſo iſt die Entfernung der gegebenen Linie vom 
Punkt o, =P. Dieſe Entfernung ift aber das Perpendikel aus 


ö Kr ’ f 
— a a U Wr WEBER 1 4 
| e . „% 


Aue: Punkt 0 auf d e g 


e gegebene Linie, ale it dus Quad deſ⸗ 
een PDA = ＋ 92) und folglich 
Kind. 12. 2 PR p Ry. 1 


N r Nennt man nun die Coordinaten des Durchſchntts⸗ Punkt 


des Perpendikels und der gegebenen Linie und 8, fo iſt offen⸗ 


bar pe, d 2 67 alſo 2 F =zax+2ßg oder 52 


0) Ne 1% PP=oax-+Py, E 85 
welche Gleichung der geraden Linie der obigen En „ 


lich und Bag genug ift, weil ihre Coefficienten von der 


Lage und Laͤnge des Perpendikels aus dem Punkt o auf die 

gegebene Linie herruͤhren. 25379 2 

Die Gleichung laͤßt ſich 55 leicht aus I ki a 

ebliten, denn es ſey A=? das Perpendikel auf die gegebene 

. XXV (Fig. 8.), ſo daß die Dreiecke 1 AR Q und 
P 


AYX ähh find, ſo iſt er Age alſo == Eben o it 
Be Bi, Dieſes in die 3 55: + 2 


ii soft, gibt J e 1 oder e * Terb-, wie (13. 


* 1 um auf . naͤmliche Art die Gleichung einer Ebene 
zu finden „lege man wieder eine beliebige gerade Linie auf ſie 
ſenkrecht, und nehme in derſelben zwei Punkte zu beiden Seiten 
der Ebene an, die von ihr gleichweit auf der einen und der an⸗ 
dern Seite abſtchen Die Coordinaten der beiden Punkte ſollen 


„% en e , % r heißen. Sind nun die Coordinaten eines 


beliebigen Punkts in der Ebene Xx, y, 2, fo iſt die ee 
dieſes beliebigen Punkts von dem Punkte p, q, r 

V- PD G- - 
und die Entfernungen des en Punktes 8, y, z von dem 
Punkte Pe 


CFC 


Beide ſind nach dem Grundsatze einander gleich, alſo iſt in 
VCGCED TOA GE- T 
VGA CO- -= ader 
R- aPX EN TY 24 Y TI TT ⁰ I 
=x-2px+p+y°-2qgytg’tz “21241 oder 


8 \ 
* * 
‘ 
vo we 
“in 


Horse b. G- -T 0 6 insg. 


= (pt - rer 


welch Gleichung ſchon der obigen für die Ebene ähnüch iſt, | 


weil ſie x, 7, 2 mur in einer e 8 Be 
N „ 20 


Legt man nun wieder einen der den willkürlichen Punkte — 


p, / r und P, 1 > B. den letzten, in den Punkt o, fo 
iſt po, q o, r oo, und aus der Guichand d 


folgende: 1 00 
| 15. en Hes A ‚Eu: ri) 


Die Größe +? +1? iſt das Quadrat der Entfernung des | 


Punkts o von dem Punkte p, q, r. Heißt dieſelbe 2 P, fo ift 


4 PPT. Da nun aber die Ebene mitten zwiſchen 


dem Punkt o und p, / r durchgeht, forift fie um ? von dem 
Punkte o entfernt. Dieſe Entfernung aber iſt die Laͤnge des 


| Perpendikels aus dem Punkte O auf die Ebene, alſo iſt das 


a 


Quadrat deſſelben P? = (p* I +1?) und Au ze 
16. V 


Nennt man die Coordin aten des Duröfgnittd- Punks d der 


gegebenen Ebene mit dem Perpendikel, , ß und Y, fo iſt p24, 
9 = 25, r. 2), alſo aP E B24, 1 : 

Ä PB=ax+ßy+yz, n *. * 
welche — der Ebene ebenfalls merkwuͤrdig iſt, 1 ihn 
Coefficienten von der Lage und Laͤnge des Perpendikels aud dem 
Punkte o auf die gegebene ing hergenommn n Eu 


7 
11 
A 


Fig. 9. Auch ſie laͤßt fich leicht aus der En, Gbei⸗ 
chung der Ebene (6. oder 7.) herleiten. Denn es ſey M’der 
Durchſchnitt des Perpendikels aus dem Punkt o auf die Ebene, 
mit ihr, fo daß AS = α, SM=P, MM=y ſeine Coordina⸗ 
ten find, fo find z. B. AM'X und AS M' ähnliche. Dreiecke, 


denn fie find bei M und s rechtwinkelig und haben den Winkel 


M AS, den das Perpendikel AM mit der Axe AN macht, 


P 1 2 
gemein, alſo iſt = oder e Eben ſo iſt für die 


a ah a 
4 1 


2 * 1 N 
. 3 Setzt man ie ir 


X 
die Wa buche der Ebene (2) die rt? —— ist, 
fo kommt eee | 
der 

eee 
3 8 si Wax+By+yZ= Fi 17 


* 
128 


- 


1 


oleicungen 555 geraden Linie im Raume, 


Bisher 1 von den Gleichungen der geraden Linie in der 
Ebene und von den Gleichungen der Ebene die Rede; dieſe letzten 
en auf die Gleichungen der geraden Linien im Raume. 

Zwei Ebenen naͤmlich ſchneiden ſich allemal in einer geraden 
0 ini, alfo ift eine gerade Linie im Raume gegeben, wenn es die 
zwei Ebenen find, deren Durchſchnitt fie iſt, und die Glei⸗ 
chungen einer geraden Linie im Raume muͤſſen ſich aus den 
e der beiden Ebenen finden laſſen. 

Die 128 zweier Ebenen ſollen ſeyn: 


5 A ” 5 1 E Tn n und 


Be Are na, a 
ſo liegen in Fr Durchſchnitte dieſer Ebenen alle die e punkt, 
die einerlei Coordinaten aus beiden Ebenen haben, oder für 
welche die x, Y, 2 aus beiden Ebenen die naͤmlichen ſind. 
Folglich werden die Gleichungen des Durchschnitts diejenigen 
ſeyn, die aus Verbindung der beiden Gleichungen der Ebenen 
entſtehen, wenn man *, y und 2 in der einen ſo groß annimmt, 
als in der andern. 

Haben nun x, I und 2 in beiden, Gleichungen den naͤm⸗ 
lichen Werth, fo läßt ſich je eine dieſer drei Großen zwiſchen 
den . Gleichungen wegſchaffen, alſo laſſen ſich drei Glei⸗ 

B 


chungen aufftellen ; „ die jede nur zwei von den drei 
halten. Zieht man naͤmlich eine Cuche von OR 


fo. kommt "al, 


9 


65 5 N a eder 5 


uf | hal 
Dres) 4. * 


Eben ſo findet man, wenn man zwichen den Glei e 
beiden Ebenen, in der Geſtalt 5 . + kx—b und 


I . 


0 5 y+- a 
dung Subtraction, y Weggis, 50 b 
en ol be ober 


„CN b 


und wenn man zwiſchen den Gteiungen Bi Ebenen in ihre 
dritten Geſtalt 2 . | 


5 re 0 e- € oder | 


Cr 


Auch durch bloße Verſetzung der Buchſtaben koͤnnten die Glei⸗ 
chungen (19. und 20.) aus der erden ieee EM gefune 
den werden. = 

Dieſe drei Gleichungen find 0 des Durchſchnitts 
der beiden Ebenen, und folglich einer geraden Linie im Raume. 
Sie druͤcken die Verhaͤltniſſe aus zwiſchen den Entfernungen be⸗ 
liebiger Punkte des Durchſchnitts der Ebenen, oder der gaaden 
Linie im Raume von den Coordinaten-Ebenen. 

Je zwei von dieſen Gleichungen enthalten ſchon alle drei 
Coordinaten. Wenn alſo eine derſelben einen beſtimmten Werth 
hat, ſo ſind die uͤbrigen beiden durch zwei von den drei Glei⸗ 
chungen ſchon vollig beſtimmt. Alſo iſt die dritte Gleichung 
nicht mehr noͤthig. Daraus folgt, daß je die dritte Gleichung 


| ausdruͤckten 7 daß alſo Je eine Gleichung in den beiden übrigen 


— 


e . | 5 9 * | Er 1 = 
ehe mus BT . was die andern been nicht fon 


enthalten feyn- muß. Dieſes folgt noch deutlicher daraus, wenn 
man ſich vorſtellt, was die Gleichungen bedeuten. Die dritte 


Br‘ iſt eine Gleichung zwiſchen x und y, das heißt: ſie be⸗ 


ſtimmt y, wenn man x annimmt, alſo beſtimmt ſie fuͤr ein 


gegebenes x die Lage aller Punkte, die in der Entfernung x 
von der Ebene der y, 2, um y von der Ebene der x. E abſtehen. 


Dergleichen Punkte aber liegen in einer, mit den beiden Ebenen 


der yz und x2 parallelen, und um x von der erſten, um y 
von der andern entfernten geraden Linie, folglich beſtimmt ſie fie 
jedes beliebige x eine ſolche gerade Linie. Alle dieſe geraden Linien 


ſtehen aber, weil fie mit den Ebenen der yz und xz parallel. 
find, auf der Ebene der zy ſenkrecht, und da die Gleichung 


alle Punkte derſelben beſtimmt, ſo beſtimmt ſie auch die Durch⸗ 
ſchnitts-Punkte jener geraden Linien mit der Ebene der Y 2. 


Daraus aber folgt, daß dieſe Durchſchnitts-Punkte ſelbſt in 


einer geraden Linie liegen, denn die Gleichung hat die Geſtalt 


derjenigen einer geraden Linie in der Ebene. Alſo iſt der Durch⸗ 
ſchnitt aller jener mit den Ebenen der yz und xz parallelen 
geraden Linien, mit der Ebene der xy, eine gerade Linie, folglich 


liegen ſie alle zuſammen in einer Ebene, die auf der dritten 


Ebene der xy ſenkrecht ſteht, und deren Durchſchnitt mit dieſer 


Ebene die Gleichung ebenfalls ausdruͤcken kann, wenn man ſie 


auf jene Durchſchnitts⸗Punkte insbeſondere bezieht. Die dritte 


Gleichung (20.) druckt alſo eine Ebene aus, die auf der Ebene 
der xy ſenkrecht ſteht, folglich druͤckt jede der drei Gleichungen 
(18. 19. 20.) eine ſolche Ebene aus, naͤmlich die erſte eine 
Ebene, die auf diejenige der y 2, die zweite eine Ebene, die auf 
diejenige der 2 X, und die dritte, wie geſagt, eine Ebene, die auf 


diejenige der xy ſenkrecht iſt. Offenbar aber reichen ſchon 


zwei ſolcher Ebenen zur Beſtimmung ihres Durchſchnitts hin, 
folglich kann nicht nur die dritte Gleichung immer nur eben das 
ausdruͤcken, was die beiden andern ſchon enthalten, ſondern es 
folgt auch, daß die drei ſenkrechten Ebenen ſich nothwendig in 
einer und derſelben geraden Linien im Raume ſchneiden muͤſſen, 


welche die naͤmliche iſt, in welcher ſich die zwei gegebenen Ebenen 


B 2 


N, 


NE 


N I 


1 0 0 5 1 ben Steigungen serie u 


ya 2a gran) . 
Auch durch Rechnung läßt fi, zeigen „daß zwei ar 


a drei Gleichungen allemal die dritte enthalten. Man bringe 
| mie die drei Gleichungen auf folgende Geſtalt: 1 . 


"yec(ab-ab)-zbb’(ac-ad)=(a-a)bb/ee 

zaa(be-be)-xcc(ba-ba)=(b-bjecdaa 

X b b (ca ca) -yaa (eb cb)—(e - ad bb | h 
fo kommt, wenn man zwiſchen den erſten beiden 25 werdet: 


bases (ab ab) (be. bie) (a- 2 15 -b o} 
x. * aa bb ce 
3 (ba- lien) b bo) (a e- 000 
alſo 5 
3 4 0 ae (b b (de- ac ö 
5 3 Er (ab 4 50 (ab a b) (be be) 
Dieſes . zwiſchen x und y geben 25 beiden erſten 
Gleichungen; die dritte Gleichung giebt N 
X bb „ „ be) (e- her bb oder | 
le 5 Sa * ere HEREIN 
UT Eben n 


Iſt nun beides e das Nämliche oder gibt die tie 
Gleichung nichts Anders, als die beiden erſten, fo daß fie Shen 


in den beiden erſten enthalten iſt, wie behauptet wird, ſo muͤſſen 
auch die Coefficienten zu bb’ im zweiten Theile gleich ſeyn, denn 


das l iſt ſchon gleich. Es muß alſo | 

9 are‘ 8 bob). (a ar, deze a 

4b 4 b (ab - a che b 5 bc Sl; 

oder wenn man mit dem Nenner des zweiten Gliedes links, uͤberall 
multiplicirt 
(a- a) (be- be) & (b bh (le- en ai 
ſeyn. Dieſes iſt, wenn man die Multipliccation verrichtet, wirklich 
der Fall, indem ſich alle Glieder aufheben. Alſo iſt die dritte 


1 9 


1 


Gleichung ſchon in den beiden 000 wien ee And ſo 105 in 


den beiden uͤbrigen, 


ö 


I 


1 der drei Gleichungen mit aa (C b- be), die zweite mit 

bb’ (a e-ac), die dritte mit cc“ (ba- ba“) multiplicirt und 

Alles zuſammen addirt. Dann hebt ſich, wie e z 1 9 

Alles linker Hand auf, und s kommt 

Er 1 7 b) a- A0) ad bb’ c ce gern a ach (b- b) aa bb’ ec 
+ a- ba- aa 1 = 

0 8 ve) c) c-ac)(b-b)+(b a ba) eh 


Da nun dieſe Groͤße linker Hand wirklich in ſich ſelbſt 


O iſt, weil ſich, wenn man die Multiplication verrichtet, alle 


Glieder aufheben, ſo folgt, daß die neue Gleichung keine Be⸗ 
dingung für das Verhaͤltniß zwiſchen den Größen a, b, e, 


a,b, & enthalt. Daraus aber iſt zu ſchließen, daß zwei 0 


Gch nge der Linie die dritte enthalten; denn da ſich durch das 
wi Verfahren die Größen x, Y, 2 ſaͤmmtlich aus den drei 

Gleichungen wegſchaffen laſſen, ſo muͤßte man, wenn zwei Glei⸗ 
chungen nicht ſchon die dritte enthielten „ ſoͤndern vielmehr alle 


drei fuͤr ſich beftänden, nothwendig eine Bedingung fuͤr das Ver⸗ 
haͤltniß zwiſchen den Größen a, b, e, „ , € finden. RR 


nämlich die drei Gleichungen, was ſie ſonſt konnten, die Größen 


x, y 2 nicht geben, ſondern alle drei Groͤßen herausfallen, ſo 
N müßten die Gleichungen, wenn ſie von einander unabhaͤngig 


‚ wären N wenigſtens ein Verhaͤl tniß Der. übrigen Größen geben. 
Da dies nun nicht der Fall iſt, ſo können die Gleichungen 
nicht I. einander unabhängig ſeyn, ſondern je zwei muͤſſen 
ſchon die Übrige dritte enthalten. Dieſer zweite Beweis ſcheint 


aber, was man beweiſen will, nicht ſo klar zu zeigen, als der erſte. 


Auch daraus, daß ſich unzählige verſchiedene Ebenen in 
einer und derſelben geraden Linie ſchneiden konnen, folgt, daß zwei 
vollig gegebene Ebenen mehr find, als zur Beſtimmung einer 
geraden Linie im Raume noͤthig iſt, und daß folglich die drei 
Gleichungen, welche ſich aus den Gleichungen zweier Ebenen, 
fuͤr ihren Durchſchnitt finden laſſen, mehr ſeyn muͤſſen, als die 


Beſtimmung dieſer Durchſchnitte erfordert, daß alſo dieſe drei 


Gleichungen das Naͤmliche mehr als einmal ausdrucken muͤſſen, 


. 


De Man biet, dieſes auch fo zu beweſſn; 4 daß man die 


1 


G * . 


> * | 8 h 

\ 4 1 0 N BR x | | 

wie es auch wirklich der Fall iſt, weil ie zwei e Gle eichungen me 
mer ſchon die dritte enthalten. i PR RR 


Man waͤhle unter den unzaͤhligen Paaren von Ebenen, die 


ſich in einer und derſelben geraden Linie ſchneiden koͤnnen, zwei 


ſolche, die auf zwei Coordinaten-Ebenen, z. B. auf die Ebene 


der xy und der x2, ſenkrecht ſtehen, ſo ſchneidet die erſte dieſer 


Ebenen die Axe der 2, die andern die Axe der 5 gar nicht, 


ih folgich iſt in den. Gage der N 2 7 — 1, 


| = #2 re = ey, in der erſten e, in der andern b unendlich groß. 


Dae 595 Glied der erſten und das zweite Glied der zweiten 


Gleichung iſt alſo So, und die e nd Ebenen 
gehen in Rh über: 


1 
5 und — l * 
b C 
l 10 8 * 4 2 A oder 
8 a, ER. za 1 N 


Dieſe zwei Gleichungen ſind ſchon ohne Veränderung denen 


(18. 19. und 20.) gleich, denn fie enthalten nur zwei von 


den Coordinaten. Da nun dieſelben die gerade Linie im Raume 
vollig beſtimmen, ſo folgt, daß zwei der obigen Gleichungen 
(18. 19. und 20.) dazu ebenfalls hinreichen, und faguch im⸗ 
mer ſchon die dritte einſchließlich enthalten. 5 

Auf dieſe Bemerkungen uͤber die Gleichungen N. geraden 
Linien in der Ebene, der Ebene und der geraden Linie im Raume 


mögen nun einige Verbindungen jet Sätze und Anwendungen 
wi: folgen. RE 


Von der geraden ginie in der Ebene 


5 N \ A 
Die lachen der geraden Linie in der ebene war 
e oder cs 


U 


3 25 DER m ! ee sc. r 

5 Hieraus folgt, dug die buchen einer wee Lin, die Aue 
den Punkt 0 geht: ’ 

e 21. y+kx=o und e eee 
ar denn in dieſem Falle ſind b und a o. In der Gestalt 

ay Tb gab iſt die Gleichung der geraden Linie, wenn ſie 
durch den Punkt © geht, nicht deutlich „ weil in dieſem Falle 
nd b. A: 0 en , 

Gig es 44 5 

| "ar die Linie mit einer der Agen, z. B. mit der Axe die 

| * vl, 0 iſt a= , ur iſt die allgemeine er, 


Basen in diefem, Falle = oder 


” * 22. Yb, N * 


5 daß dieſes die Gleichung "And: mit der Axe der x parallelen, f 
geraden Linie ſey, 55 iſt an ſich klar, Wel au jedes beliebige x 


SER . ne } a 


NE; 


der 1 der y perpendiculaͤr ſteht, iſt 2 00, alſo wie vorhin 
I 23. y=b, 


wie es auch ſeyn muß, weil eine gerade Linie, die mit einer der 


An BR 953 auf der andern 1 ka 
a Wi 16. NE 5 


f . 


f Gleichungen * « 
5 v us vr 
Und, ſo muß 4 
b 1 
24. — = 2 oder 
t a A 


a bab =o, oder 
—k, mm' 


feyn, denn k und m, K. und m im. die Tangenten der Wia 


Ei 


w 88 N 2 * 1 15. e 5 Be 1 i 1 Per 
Für eine gerade Linie, die auf einer der Axen, z. B. auf 


Wenn peil, 1 Linen mit elle parallel find, fe 
Gaben“ fie gleiche Neigungen gegen die Apen. Wenn alſo ihre 


* N * 
5 5 Wars 
a e W. 
ara 1 


kel, welche die Linien ne a Ape der x machen, ® 
chungen der Linien ſelbſt de 


“ PR 
15 KEN >) En \ 


Er ah und e ber nr 4 


b und Bart er Sal 


143 ehr 14 


17. BR 41 9 Bi F s a 


Fig. 10. Stehen zwei gerade Linien ee it e fee 
recht, ſo iſt der Unterſchied ihrer Neigungen gegen eine und die⸗ 
ſelbe Ape einem rechten Winkel gleich, denn wenn der Winkel, 
den die eine Linie mit der Axe macht, CBA iſt, ſo iſt der 
Winkel, den die andere Linie mit der Are macht, CDA, wenn 
nämlich D CB ein rechter Winkel iſt. Aber O DA, als der 
aͤußere Winkel, iſt von CBA um DCB verſchieden „ alſo iſt. 
der Unterſchied ein rechter Winkel. Heißt alſo die Neigung 
der einen Line gegen die Axe 2, der andern », ſo iſt 4 


25 alſo iſt tang. Stang. eee 


Sind nun die Gleichungen der beiden Linien wie oben 
ee kb und y ＋E X b, 
0 it uz, & und 4 Stang. 1, alſo muß ſeyn 
fat! b 


iR 5 „* 


; 1 un 4 ER? 
ö ans m er er 
465 107 343 NR m: % oder a . 5 9 er 2 


3 . N 
Dieſes iſt die Bedingung fuͤr die Größen a, b. und a,b, wenn 


zwei gerade Linien auf einander ſenkrecht ſeyn ſollen 88 die 


Gleichungen zweier auf einander ſenkrechten Linien ſind. g 


7 


y TEX = b und yk Ab, oder 


27, my a und X my A,, oder 
ay ＋ bx ab und by ax bb. 1 
Fig. II. Dieſer Zuſammenhang der Gleichungen zweier 
auf einander ſenkrechten geraden Linien laßt ſich auch, wie folgt, 


gesmetriſch zeigen. Wenn naͤmlich die geraden Linien X V und 


X auf einander ſenkrecht ſtehen, ſo ſind die rechtwinkligen 
Dreiecke V' und VAX ahnlich, W 4 den Pe 


) ſoll überall einen rechten Winkel bedeuten 


— 
7 


9 * 1 * 
x‘ % 1% In 0 
rm 1 63 * 8 


* 
7 


1 Er 


* 
. 


1 7 0 i * ER 5 


M 
e 5 


e gemein. Aber Ya die nachtwinklgen Dreieck * Ya 


. Da nun Ax a, AV b, AX , A V b, 1 iſt 
1 23 wie oben. Der obige erſte Beweis iſt aber allge⸗ 


und Y X Q find ähnlich, denn die Scheitelwinkel bei Y’ find 
gleich groß, alſo find die Dreiecke X XA und X VA ahnlich. 


— 
— 


meiner und beſſer, denn man hat bei demſelben keine Nee 


Fälle zu betrachten, wie bei dem zweiten „ wo man ſich fir die 


verſchiedenen Lagen der Linie X X erft uͤberzeugen m 1 daß 
eine der Rößen a und b immer negativ . 


— 
— * 


. 2 
RU g 18 
2 N 
1 4 0 
3 


Be Wenn zwei gerade Linien mit einander einen beliebigen Win⸗ 
kel A machen, ſo iſt dieſer Winkel der Unterſchied ihrer Nei⸗ 
gungen gegen eine der Axen, z. B. gegen die Axe der x „ alſo 


iſt .= aus demſelben Grunde, wie bei der perpendieu⸗ 

laͤren Linie in der vage Nummer. 

| tan tan 7 

i Aſſo ft tang. VV Da nun 
a 1 Fang. 4 m v 


5 b 
a bang 4 4, tang. rg: fo iſt 


1 


3 mm 


1 2 tang. E- ang. 
Aus 1 — folgt 00. 2 ale tang Fung Tang: Las 


b b. 
mithin } weil g 42 tung. 7 Hy. 
4, 


b 4 
8 1 er | ED. -a tang. 4 


gu a Tb tang. N“ oder 


* 


* 4 1 985 


1 > 7 5 \ — 8 8 2 9 5 27 
| 60 „ f . * -tang, a 8 „n . m tang. X 

IN + ktang. 15 a 7 Emtang. * 
"una die ease er ‚geraden ein, die mit einander dei 


13 9 
We; ==b a ee NEL a * 
e x und y+ ea ee 5 
4 125 . 2 b tang. J. 
oder . und e ae , 
8 K * 85 * 
oder AE und * 4 m- tang. 15 5 1 


a, 
oder ay +bx—ab und (a-btang.A)y 
+ (b- atang. YR b (a Tb tang. 2). 

Sollen die Linien die Hälfte eines rechten Winkels ein⸗ 
schließen, fo iſt tang. nn ‚un die Gleichungen zwei folder Ä 
Linien find: | 


u ’ Fr a Dr Ye 
g 5 e b f a 
19. 
Soll eine SR Linie mit einer der Ay „. B. mt der 


Axe der & den Winkel A machen, ſo iſt Hung A und 


ine, Gleichung 5 | Mn 
32 * x tang. Ab. . 


20. 


Fuͤr den Durchſchnitts⸗ Punkt zweier geraden Linien in der 
Ebene muͤſſen die Gleichungen der beiden Linien zugleich paſſen, 
weil er in beiden Linien zugleich liegt. Sind nämlich die Glei⸗ 
chungen der beiden Linien 


7 


b 
54 b und y b 


und die Coordinaten des Waschen p und q, fo iſt 
für denſelben | | 


j . I ) A 3 In j ie 1 ON 
„ 6 ne 1 5 
. atom wenn 0 Glächnng ı von der andern abzicht, E De 
5 5 *, woraus folgt; . i . 
Ben... Jaatb-b) b- b | 
F KR 


and wenn man a mit b, a mit b und p mit q verwechſkt, 
0 (a- 29 a- a2 

0 e 

i Stehen die beiden Linien auf einander ſenkrecht, ſo muß 1 — 


bb=-aa (26.), alſo ſind in dieſem Fall die e des 
Durchſchnitts⸗ E Punkts 


4. 


daa (b 5 b 1 „ . ix 
. b. Erk a aAbraßß EK. 
A 5 
| air Ba 1 
36. — —- eur j 


Sollen die Linien den Winkel A mit einander machen, ſo muß ſeyn 
b’ ba tang. A. 
A ar fang. 1 (29. ), fotgtich ift in dieſem Br 
B b b—atang.. AN $ 
. ab tang. I bbb, ode 
ab-+b*’tang. A- ab a? tang. A. Re 
 a(b=b)(a+btang.A) 
9 (ab) tang. A 
und ahnlicher Weiſe 
b (a- a) (b a tang. 2. 
Ne (a°+b?) tang. X 


a (b b) (a T b tang. A). 
b (a- a) (b- BARS ** 
21. 


Soll eine gerade Linie YER b durch einen gegebenen 
Punkt p gehen „ ſo iſt q K K pb, weil für denſelben, wie 


alſo 
. 
. 39 q 


Al 


Par 


ER 


* 


A 2 — — ne, 1 4 e 17 
mm N rn ES 5 e 
1 vi g 5 N N F nr‘ ö n 5 „ 
7 ae “ 0 D 5 8 2 N 
4 N 2 5 — * 24 = 9 RN 
25 * Wet r D 
\ 1 0 ? a) r 1 
3 ‘ j N 


fur alle andere he Se Has) Hagen 9 


0 AL EG=U o abır Ge-). He 2 
oder (y- q) a L(x- P) bo. Le 1 
weiches die Gl leichung einer geraden Linie iſt, die durch den Punkt 


mg geht. Iſt der Punkt, durch welchen die Linie gehen ſoll, der 


Punkt o, ſo ſind b. und 4 = o, und 1 Gleichung der Fe K 


y+kx=o oder „Ie, SEEN 1 


wie 21. Da ſich aus dieſer einen Gleichung die beiden Größen 


Linen gehen können. 


a und b nicht finden laſſen, ſo folgt, daß, wie es wirklich der Fall 
iſt, durch einen beliebigen Punkt 92 Pe verschiedene 0 


— 


en 1 

Soll eine gerade Linie „b duch zwei gegebene 

Punkte p und pig“ gehen, fo 85 a 8 
A r- b und 4 . 4. =, alſo wenn man 

ieh. beiden Steigungen von 1 eee 


5 5. FE I 
d- Ab- 50e, alſo er 2 und folglich 


N sn P. 4 422 ea 
a Er p „ 
41. EN, 08 N N 
8 
erner 
fg . 1 
a 
a ie ee 
751 a 


q-. P- p d 


alſo y — - XK e a 
0 u E. PP 


pP i | 
443. (p PDY -C-) N -p g/ 
welches die Gleichung einer geraden Linie iſt, die durch die beiden 


5 


ener p und p h een Theil 10 Gleichung wück gr 
die doppelte Fläche des Dreiecks RAR (Fig. 12.) aus, wenn 


R und R die beiden Punkte pq und pd. find; denn diefe 
Flaͤche iſt pe 50 ( )- PA pdp 4 


-pg-pq-pg=pq4-pg- Ferner find (pr p) y und 


(4 90 K Parallelogramme, die die Projectionen der Linie RR. 


def die Axen zur Grundlinie und x und y zur Höhe haben, 


Die Summe dieſer Parallelogramme iſt alſo, zufolge der Glei⸗ 


chung, für alle Punkte der Linie xy conſtant, und dem doppel- 


ten Dreieck RR A gleich, denn es iſt (p' -p)y+(g4-9)x 
p d- 2% Ä 


* 
* 


Iſt einer der beiden Punkte, durch welche eine gerade Linie 
geht, z. B. der Punkt p'd', der Anfangs- Punkt der Coordi⸗ 


naten, ſo iſt p' und q. o, alſo iſt aus 43. 


44. Ppy- qx o, 


” welches die Gleichung einer geraden Linie 5 die duc den Punkt 


| pq und durch den Dan 0 geht. 


* 5 | 24. 
Soll eine gerade Linie, die mit der pe der x Heratt iſt, 
oder auf der Axe der y ſenkrecht ehe 25 den Punkt pg 
gehen, ſo iſt ihre Gleichung 
15. , 


denn aus (23. iſt 4b, für den Punkt pq aber weil y—b, 

auch y =. p kann in dieſer Gleichung deshalb nicht vor 

kommen, weil die Linie nicht allein durch den Punkt pa, ſon⸗ 
dern 0 alle Punkte geht, deren Ordinaten q find, 


25. “ 

Soll eine gerade Linie auf einer andern ay T bx ab ſenk⸗ 
recht ſeyn und zugleich durch den Punkt pq gehen, fo gibt ihre 
Gleichung, die by- ax bb ift (27.) für xp und yq, 
bꝗq- ap- bb', alſo iſt by-ax=bgqg-ap oder 

46. b(y-q)-a(x-p)=o, 
welches alſo die Gleichung einer geraden Linie iſt, die auf einer 


1 a en NR ER * 
N \ 8 u 4 — 9 x W A 
e 1 1 HN . 79951 
r DENN) 28 . 1 j N EN 
u 


) BR: 5 i — ki 30 ja" \ 5 u | 1 
andern geraden Linie BEN fenfrecht feht, Pr gti, 
durch einen gegebenen Punkt pꝗ geht. Na „ 
1 7 f 
Iſt der gegebene Punkt pq der Anfangs Punkt. debe 
| 8 fo iſt p=o und g o, alſo At * „. 


* 


47. by - e 


e die Gleichung einer geraden Linie iſt, die on den une 15 


o geht a auf einer andern ay bx Sab ſenkrecht ſteht. 


Iſt die Linie, auf welcher eine andere, durch den Punkt pq ; 
gehende, ſenkrecht ſtehen ſoll, nicht ſowohl durch, die Gleichung | 
ay T bx ab, als durch zwei Punkte pgq und p“ gegeben, 
durch welche ſie geht, ſo iſt ihre Gleichung, ; zufolge (43.) 

(@-P)y- ee -p"q. oder 


e pe p . 
„„ — rd 
P-P P 5 


4 


me ns mit 5 Gehn der Linie 82 5 b 


' b Sf 
zergfihen, gibt b Eid “ und — q 


=-— 5 an bete 

1 
die Gleichung einer, durch den Punkt pg. gehenden „ auf ay 
| I ſenkrechten a Linie, b (y- en = ) DO 


(46.) oder . G -)-(&-P)=o, alfe un 8 l 407 
(K- p) So oder | 
48. (- N- T= P) (P. 506 N 


welches die Gleichung einer, durch den Punkt pd gehenden 
geraden Linie iſt, die zugleich auf einer andern, durch die beiden 


Ei [Zu 


Punkte pg und p“! gehenden, ſenkrecht ſteht. 


Iſt einer von den beiden Punkten p'q und p' “, J B. 
der zweite „der Anfangs-Punkt der Lolkößtate, ſo iſt x 0 
und 4. we. alſo ift ai 
God TG-DN o, a 
welches 705 ne Gleichung einer, durch den Punkt pq schaden 


geraden Linie ift, die auf einer andern, Aue den Punkt p' 1 
und o Ba ſenkrecht ſteht. 


BL 73 a Tb 1 2 ＋ b „ 


. a 
ie 
* 5 W 1 I 
' 1 
* 7 
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„ N l RR x F 
75 N 1 © 15 / * \ . 3 
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7 1 Coordinaten der Durchſchnitts⸗ Punkte u enander 
een Linien, die zugleich durch beſtimmte Punkte gehen, 
findet man, wie (J. 20.) 8. B. die Gleichung einer geraden 
Linie, die durch den Punkt pq geht, und zugleich auf einer an⸗ 


dern geraden Linie „ ſenkrecht ſteht, war 5 9 
-p) (460. 

Heißen nun die Coordinaten des Durchſchntts⸗ . Punkts 
s und t, ſo iſt für fie at bs Sab und be g)-aG- 9 


s, alſo, wenn man t wegſchafft, 


bas 4 (8 -p) Tabꝗ abe, folglich 
a (bꝰ ap- b 9 1 


. — 5 Yb N 
und auf eine ahnliche N e 
b (a- ap ba) m 
51. 1 en 1 art 


EN 
0 * i | 


Geht das Perpendikel durch den Punkt o, ſo 12 p und 


47% und es iſt 


| | ab: a, 
f 52. 


27. a 
Die Laͤnge eines 3 durch einen beſtimmten Punkt pg gehen⸗ 


den Perpendikels auf eine gegebene gerade Linie, von dem Punkt 

p an bis zu der Linie, ft Y (pes) ＋ (-t). Man 
onnte alſo dieſelbe finden, wenn man hierin die Ausdruͤcke von 
s und t aus der vorigen Nummer ſetzt. Allein man kann die 


Länge kuͤrzer haben; denn der Inhalt (Fig. 13.) des Dreiecks 
AXY iſt = 2 ab, der Inhalt der Dreiecke ARX und ARY 
it = aq und 2 bp, alſo iſt der Inhalt des Dreiecks RXX 


—!2(ap-agq- Kor Nun ift RM gleich dem doppelten In⸗ 
halte des Dreiecks RXV, dividirt durch die Seite XV 


= (a +b?), alſo ift die Länge des Perpendikels RM, die 


T heißen ſoll, 


53. P 


ab-ag-bp Ä nr 


N 0 7 A 
— AT) 
m. RER 15 * 
. 
a 
N 


* 20 N BE PN 1 1 5 A 

Liegt der Punkt pq im Weng Punkt der Cootdi aten, ſo 
8 8 0 und go und die Laͤnge des Perpendikel „ 
P ab | -u4 hr 8 7 8 > 

N VT bsh A 

Auch noch anders kann man die | Länge des ee l 
finden. 5 
Fig: BAER Da naͤmlich das Dreieck RMN dem Duck 


RAT b 
AXY ahnlich iſt, ſo iſt 2 2 Sr ots c 
‚ P= (s-p Ne + Nun war 
/ ab- 4 4 p 2 5 Sy 
s= nee at s-p 5 


b. ab- p- -b?p .b(ab-aq- bp): , 


a = + 


\ 5 — \ — * 


alſo iſt 
p ab- aq 00 
Vb) 
wie 53. doch iſt wohl dle Ale Art in decker Man die kuͤr⸗ 
zeſte und directeſte. 


— + 


/ 


Von der Ebene. . 
Durchſchnitte einer Ebene mit den Ceordina- 


ten⸗Ebenen. 
* % %% — 
Die eld, der Ebene wür , . 
—+- + = 0 N vu 


St die Ebene an einer der Codinaten⸗ Ebenen, 8. B. auf 
der Ebene der er e 1 8 50 ſie die Axe der 2 nicht, 


folglich 112 c= 90 alſo — =ı, oder bx e 


1 
mithin ſind | 
55. bx 4 5 8 ex hs a2 ac und + bz=be 


175 die Ebene der u de xz und der 
den Axen der 2, der y und der x 
wir ben oben erwähnt word n. Iſt die 


lle ae auf der Are 8 der 2 b kenkecht, f de je 
15 ze der x, 1255 die Bu der y, 17 5 a und b 


a i | 
4 Fark 


0 150 72 ne, on, x D a | 1 
leichungen von Ebenen, die mit denen det xy, der xz und 
der yz parallel, oder Pur: der ne der 7 der 1 und I“ * per⸗ 


vendieulär lind. 996 — 5 N W 


ee Le, Bi 
| A > : en a N iR 29. | 
Eine ‚Ebene ſchnedet die ig in einer geraden Linie, alſo 
N auch die Ebene +7 + l die Coordinaten⸗ 
A in ſolchen geraden a Für dieſe Durchſchnitte iſt 


| allemal eine der Coordinaten o, z. B. für den Durchſchnitt mit 


der e Ebene der xy die Coordinate 2, alſo ſind 
ir Ka 37. 4 bx Tay ab, aeg und 
e e f 13 | ey+bz=be 5 g 


die Gleichungen der Durchſchnitte der fchiefen Ebene sit denen 
der a e 5 ER san denen von Ebenen gleich, die 


30. 
Die ingen der Winkel „welche die e Duschſchnitte der 
föiten Ebene mit den Coordinaten⸗ Ebenen machen, ſind 


1 
€ 


1 a 185 ER ER 

8 9 N e e 
RN 0 2 0 \ 1 bh en 1 80 
— SE. 2 N 
8 74 * . n 
. * „ e 2 
a | AN 555 . * 8 
5 rr _ 77 ® * 4 4 7 . 
| ug Rabl, ung. A h m, 
0 96 5 WER, 1 8 RR R Ba 18 £ | 5 % 
ung: xA A a 10. II.); ER a“ 

| a se * . b 4 65 

rang. XV AAN Er TA A=- EN 

et Tyan ar 2 un 5 Wen 

tang. AXA Ar RN ER de Sn 

alſo iſt, weil kmn=ı, 9 


tang. YXA .tang. A YA ang. XNA = = und 
! ta AYA, tang. YAA. want aa. . 
ey 31. a N de 
Die Winkel, 2 75 die ee der (ice Ebene und 
der Coordinaten⸗Ebenen unter ſich machen, findet man aus der Lange 
- diefer ie Die Länge dieſer Durchſchnitte iſt nö 
560. Vb, vor+e), ver»). 
Dieſe drei 75 bilden ein Dreieck X A. X, welches Hope | 
tenufals Ebene heißen ſoll, im Gegenſaß zu den drei 
Dreiecken AX Y, AX A und A I A, die die ſchiefe Ebene von 
den Coordinaten-Ebenen abſchneidet „ und welche Catheten⸗ 
Ebenen heißen ſollen. Die Winkel dieſes Dreiecks ſind die 
verlangten. Sie ſollen in der Ordnung, wie ſie den vorhin d hes 
zeichneten Seiten gegenüber ftehen, c, T und v heißen. Alsdann 
iſt vermöge des bekannten Ausdrucks des en eines We 
durch die Seiten eines Dreiecks Na Ä 
NN el +2) (a b n TE B 
W r N 25 e Fir BR 


EN a ee 


* 


PR & 7 


70 ee 0 . 
* (+ 97 ( 
Ve Top \ = 


ter fi Haben bie Winkel alle die Verhaͤltniſſe, welche 
überhaupt den Winkeln eines beliebigen Drriecks zukommen. 


7 


n Cos. 7 = 


80 — 


. mit den Coordinaten⸗ 


| . 1 . . 5 Ft 5 5 5 ir 
e Ebenen ſind die 4 der W 
blech. on die Coordinaten⸗Ebenen. Heißen die Winkel, 
ele ven Hypotenuſal⸗ Ebene mit den Ebenen der xy, der yz 
zx macht A, B, C, fo find die Catheten-Ebenen gleich 


5 multiplicirt mit dem Coſinus der Winkel 


A, B, C. Die Cathe eten⸗ Ebenen > der Reihe hi ab, 
u 460, alſo iſt 0 . 


. 6 e ak, cos. 5 de all. cos. B/ 
ea 2H. cos. 2 5 


ihm Es pr nämlich } D* YXE ein a welches 
mit der Hypotenuſal⸗ Ebene gleiche Grundlinie X V und gleiche 
Höhe D. Y hat, DYXE ſey die Projection dieſes Parallelo⸗ 
gramms auf die Ebene der X y, die alſo ebenfalls ein Parallelo⸗ 


gramm ft, jo iſt dieſe Projection offenbar gleich dem Parallelo⸗ 
gramm 2 YXE multiplicirt, mit dem Coſinus des Winkels A, 


den di is Parallelogramm D/YXE mit ſeiner Projection ein⸗ 
ſchließt; denn die Grundlinie beider Parallelogramme iſt gleich 
5 und die Höhen verhalten ſich wie 1 zu cos. A. Nun aber ſind 
die Dreiecke A XX und A VX die Hälften der Parallelogramme 
25 YXE. and Px x E, gie ift 0 a) su YX.cos.A, 


3 din ii & 2 1 . 
A : Z 


Hieraus findet man auf eine eigenthuͤmliche Art den Inhalt 


der Hypotenuſal⸗Ebene ſehr leicht. So wie naͤmlich die Cathe⸗ 


Ebenen. 4 N, 


N 


ten ⸗Ebenen die Projectionen der Hypotenuſal-Ebenen auf die 


Coordinaten⸗Ebenen find, fo ift umgekehrt die Hypotenuſal⸗ 
Ebene die Summe der Projectionen der 5 7 „Ebenen auf 
die Hypotenuſal-Ebene. Alſo iſt zugleich | 


ab=2H. cos. A, be=2H. 1 8, 
1 BEN ca=zH. ion 3 
| ah: cos. Abo, cos. BN ca. cos. C. 
C 2 


a? b* be) 165 
| 3H— 7 Ei Sa 


64. H= ein - 
das heizt, das Quadrat der Hypo 
Summe der Quadrate der Catheten⸗ Een 635 

Dieſen Satz, den de Gua in den Parſſer Mimiiren ı 128 | 
1786 fir ſich in Anſpruch nimmt, der aber Din eau zuge⸗ 
hören ſoll, pflegt man gewoͤhnlich dadurch herzuleiten, daß man 
den Inhalt des Hypotenuſal⸗ ⸗Dreiecks aus ſeinen drei Seiten 

Va b'), VET), (E a) nach der gewöhnlichen x 
Formel für den Inhalt eines Dreiecks berechnet. Allein dieſes 
erfordert eine weitlaͤuftigere Rechnung. Man ai den . 
auf die obige Weiſe leichter. a 1 


34. Sie EEE | 
Die Winkel, welche die ſchiefe Ebene mit den & erdinaten⸗ 


| Ebenen macht, finden ſich aus den Gleichungen (63.). j Zenn. man 
naͤmlich We den Be der H aus (64) I a . 0 


iſt ö 00 4 


7 


* 


cos: . Mr, ort A bi; 0 5 10 er 
V Dans es 5 i 
f | 6% cos Den Much 2 e 4 
5 8 65. 0 J be AT bac e 
m | cos. C ch, 


Vb b? +e2) Sr. 
Aus (65. ) ſowohl, als noch unmittelbarer aus (63.0), wenn man 
dort die Werthe von ab, be und ca aus den ad en wor | 


chungen in die vierte ſebt, folgt 
. 0 66. cos. A? ＋ cos. B. cos. C 1, 


das heißt: die Summe der Quadrate der Coſinus der Winkel, 
welche eine Ebene mit drei andern beliebigen auf einander ſenks 


* + 0 
wr 7 2 
25 n 


1 ET 1 en & 


Be ER vers 0 it, weil z. V. 


% 
6 Ken 
. 
k ar 
cos. A 


8 


, N ER 0 gen 


— 
1 

7 e b 

er 

N ER . 
7 

A „ 


ei, wenn man die Sin A 


2 * 


FE 4 a EN 
ER e 
RR 
\ 1 
* 
. re 8 n 
be 15 
15 - 1 5 
nn . * 
14 5 E. 1 * 
| ung: 2 Veen n 
0 TR 2a 7 „ 
n e 7 5 e N 


41 
8 


Im 


Di ie Zangen Amt, well . ung, RS fü 


N SER IE ETRS 5 * 
VVA . 
., ee e ee ee e 

71. lang. d Im 


e FOREN 4m. 1 0 


Aber Fa ie . Er be 3 See. 
der Winkel, deren Tangenten k, 1 fat ; e alſo die 
2 K, M, N, ſo iſt | f ; 


* 


e I von den IR . 
1950 Figuren auf die Coordinaten 
a 3 Ebenen. „ 


1 0 (es. d. N war das Quadrat PR der ie 
we RE Ebene dir Summe der Auna der e 


Sag gilt für jede eihige Figur in 


. Ebenen. (Fig. 16.) Denn es ſey 


Ebene 1 den Winkel A macht. D 4 a E. e 
D d und Ee ſollen perpendiculär auf YX ſeyn, fo 


— 


Dd aber find E' e cos. A und D' d cos. A. So verhaͤlt es 


ſich mit allen übrigen Trapezen EFef, E Fe f ic. Nun iſt 
aber die algebraiſche Summe aller dieſer Trapeze in der ſchiefen 
Ebene und in der Projection dem Inhalt, der, Figur DEF GHL 


in erſterer, und der Figur DEF GH in letzterer, gleich, alſo iſt 
der Inhalt der Projection der Figur gleich dem Producte des 
Inhalts der Figur ſelbſt in den Coſinus des Winkels, den die 
ſchiefe Ebene und die Ebene der xy einſchließen. Heißt alſo der 
Inhalt der Figur F, Nr Inhalt ihrer Projection auf die 
ige er xy, yx und 2 * „„ͤũ ];] 


Br Ai F. P cos. A, 5 —F 05 F cos C. 
a ur Gleichungen und addirt ſie 7 erhält man 
5 ＋F “ Fs (cos. A?+ cos. B. ＋ cos. C9 ya 
Es iſt aber cos. . K eos B + cos. C 21 (66 95 alſo iſt 
A. F a 


das heißt: das Quadrat des Ka jeder Figur in einer be⸗ 
liebigen Ebene iſt gleich der Summe der Quadrate des Inhalts 
ihrer Projectionen auf drei beliebige andere auf einander ſenkrechte 
Ebenen. Der Beweis dieſes Satzes iſt bei Monge weit⸗ 
laͤuftiger. . AR 


% 4 1 y . 4 


| „ Selichige Figur in der Ebene A VXN, 


Kr in die Salbe Summe von Ee 105 D* d; Ee 25 


Prejectionen auf drei beliebige andere, 


r nhalt des Sub EedD . i des ef 


56. R 
1 Die Länge des e * 0 gegel 
* p, F 4 r auf eine fchiefe Ebene findet man Fehr leicht, 
den Punkt als die Spitze einer Pyramide betrachtet, d 
Grundfläche der von den Coordinaten⸗Ebenen abgı ſchnittene Si 
der ſchiefen Ebene iſt, und den Inhalt dieſer Pyramide mit den 
Flächeninhalt des abgeſchnittenen Theils der ſchefen Ebene divi 8 
Fig. 17. Es ſey M der gegebene Punkt P,g, r, ſo i iſt 
der Inhalt der Pyramide, welche M zur Spitze und das Dreieck 
AX zur Grundfläche hat, Ssabr. Der Inhalt der Pyra⸗ 
mide, welche M zur Spitze und das Dreieck A A. zur Grund⸗ 
fläche hat, iſt Zbep, und der Inhalt derjenigen Pyramide, 
welche M zur Spitze und AX A zur) Grundflaͤche hat, iſt 
s cad. Zieht man den Inhalt dieſer drei Pyramiden von dem 
Inhalte der ganzen Pyramide AXYA, welcher v a be iſt, ab, 
ſo bleibt der Inhalt der Pyramide uͤbrig, welche M zur Spike: 
und den von den. Coordinaten= Ebenen abgeſchnittenen Theil der 
ſchiefen Ebene A 1 X zur Grundfläche hat. Dieſer alſo iſt 
r (a be abr bep- aq). Dividirt man dieſen körperlichen | 
Juhalt durch den Flaͤchen-Inhalt des durch die Coordinaten⸗ 
; N abgeſchnittenen Stuͤcks der ſchiefen Ebene, welcher 
SV (a bac bac) war (64.), fo erhält man den 
a dritten Theil der Länge des Perpendikels aus dem Punkt M auf 
die ſchiefe Ebene, denn der dritte Theil dieſes Perpendikels 15 
der Grundfläche A VX multiplicirt, gibt den koͤrperlichen J 
halt der Pyramide, die A XX zur Grundfläche. und M zur e. | 
hat. Heißt alſo der Perpendikel P, ſo iſt | 


5 zabe — abr—bep— de 
3 Zr ek c ＋τ a*) 
(abe—abr—bep— 3 


oder 


eee 


u ee 
e 


welches die Bände: 558 e aus 1 bunte o auf de 
ſchiefe Ebene bexcayTabzabe it. f 
e e Die Rechnung, durch welche man hebt dieſe Länge 
des Perpendikels zu finden pflegt, iſt weitläuftiger. Man wen⸗ 
\ det auch die fogenannte Differential⸗ Rechnung dazu an, indem 
man das Perpendikel aus der Eigenſchaft ſucht, daß es die kuͤr⸗ 
zeſte Linie von einem gegebenen Punkte nach der Ebene iſt. 
Lagrange in der Abhandlung uͤber die Pyramide verführt | ſo. 
| Auch Lacroix in feinem Lehrbuche der Differential⸗ 15 In⸗ 
tegrale Rechnung erwe aͤhnt des Verfahrens. So elegant aber 
auch daſſelbe ſeyn mag, fo ſcheint es doch hier nicht her zu ges 
hören, ſo lange nicht die ſogenannte Differential- und Integral⸗ 
Rechnung der Algebra einverleibt iſt, was freilich geſchehen könnte 
und ſollte. Wie oben, findet ſich die Laͤnge des Perpendikels 
noch en als 1 die Alen 1 4 


* 


l * 
Die Winke „ welche das Pierre auf eine ke Ebene 
mit den Axen wut ſind die nämlichen, das Perpendikel mag 


en E und G heißen und die 15 ö 
ch den Punkt o, . ſo 8 55 N a 
1 acsD=b cos. E: e 0s d Be m 4 A 


a, lame sg. 0 I Ben + DEN 
5 u A 2 N 105 = = 
* | cos. == Fr Dr Er) 52 
7 5 cos. E a 

er 155 . e Tes 1 6 


dere r ar Fa 


wan hee . SR 3 N 
28. cos Dee E. Ker G. x, und 
An sin. dei sin, r. Kan. G 2, 


/ il © or 
\ 30. cos. D. eos. B, cos. E eos. C, eos. & cos. A, 
(6s.) das heißt, die Winkel, welche das Perpendikel mit den 
Axen der x, y und 2 macht, ſind ſo groß, als die Winkel, die 
die ſchiefe Ebene mit den Ebenen der a 2 X an xy erh: 
Ferner folgt aus (78. 79. 3% — 

. 81. cos. D. cos. B. I cos. Ecos. C. cos G. r und 

82. sin D. sin. B. 4 sin. E sin. C+ sin. G. sin. AS 2. 

am Heißen die Coordinaten des Durchſchnitts⸗ Punkts des Per⸗ 
vadis mit der ſchifen Ebene x, y, 2. und die Länge des 


/ . 


* 43 
* Bar 7 


5 


75 weren tds », 1 iſt x pb. cos. D, y. — 2 P. cos. E, 


2 r P. cos. G, alſo iſt (X —p) cos. D+(y'—g)cos. E 


+(2 — 7) cos. G =P (eos. DA cos. Ex I. cos. G®) 5 . weil 
cos. D?-+eos. E’-+-cos. G = war (78,) f . 
0 ey 83. Pes DN — q) cos. E (2 —r)cos. f 

Für. ein Perpendikel, das durch den Punkt 0 geht, nr 
An 9, ro, alſo iſt für ein ſolches 


84. . cos. 735 En, P. 


Denn. die Ebene dur ch einen befimmten 
Punkt geht. 


f | 38. | 
Soll eine Ebene durch einen gegebenen Punkt p, q, r 

gehen, ſo iſt ihre Gleichung 

be x Teay Tabz abe für dieſen Punkt 

bep read gabr abc. Sieht man Eins vom 
Andern ab, ſo erhaͤlt man | 

85. be(&—p)+caly—g)tabz—rn)=o, 
welches die Gleichung einer Ebene iſt, die durch den Punkt 
p, qr geht. Die Gleichung bep+cagq-+abr=abc be 
ſtimmt das Verhaͤltniß, welches zwiſchen a, b 1 0 Statt At, 


Wenn die Ebene 518 zwei e e 
Punkte 9 55 


39. 
Soll eine e Ebene durch zwei gegebene Punkte p, q, r und 
p, d, * gehen, fo iſt ihre Gleichung 
bex c ay Tabz abe, fuͤr dieſe beiden Punkte 
bepTeaq Tabrabe und 
bep'＋caq Tabr' gabe. 


Zieht man den Unterſchied der beiden letzten Gleichungen von der 
erſten ab, ſo kommt | . 


| 15 


RT 


U: digen igen, für die Ne * een 1 ale 


| drei Größen a, b Ne in Pr PP, / 4, 5 und „ r, 5 x 
‚ausgedrückt werden, wie es ſeyn muß, weil die drei Punkte, 
durch welche die Ebene gehen ſoll, ihre Lage gänzlich bestimmen. 50 
Es kommt alſo darauf an, die drei Größen a, b, b aus den 
Gleichungen der Ebene wegzuſchaffen. Man ziehe die Wal n 
die dritte von der erſten ab, ſo kommt Ki 1 


a beip—p)+aclg— D Tb | hi 
ved ee ee, 1 


Die obere: Gleichung von dieſen beiden Ae man mit 
p- p', die untere mit p-. und ziehe Eines von dem Andern 


ab, jo kommt. 
9 F 0 1 
Table) pf e Ile: 


2 19 9 EM „ g x 
5 ö ; N N 
4 5 8 N | 7 ME Ä 
7 N * EM — ! 
Dir Wer N N N 
a 
. 
170 4 { 
lv, RR ’ 
e 
e 
i 
. | | 
ü ; R | Ä 0 Typ 0 5 Dr A 8 8 
05 ingege 5 f 
| 2. cher beiden leie 
7 10 a ˖ 


A and ger Ech = m An 


Nun it b 15 Tac Tabr ab e. Setzt man iin 8 ſo A 
eben een Mhßdrücke für ac und be, fo kommt 


1 


Aal Ds - NEW) -E-)p—p) % 
K a 8 ee 
e =. (vr) (- DN 
u KATI RN): 


Muti man dieſe Gleichung mit dem Nenner 


(4-9) (p- p') — (8 —4 J pp), den beide Bruͤche rechter 
Hand gemeinſchaftlich haben, und dividirt fe mit ab, fo kommt 


a «ae a 40 G — 0 
„ Erler e Ep] 
0ER) — Er) PP) 
ene BE.) Sal BI warn 
Benichtet man die Multiplication in dieſer Gleichung wirk⸗ 
lich und laßt die Glieder weg, welche ſic aufheben, fo kommt 
M 56 f rg) P G DTP = 
= ted d P 4 h * 4 „ 
woraus N ö a 2 


ICH e + NTP. (A -= 
pr G = POTT . 
. man nun mit den ſaͤmmtlichen Zeichen um Eines weiter, 


— 


» 


a 


nämlich von p nach ar von Wies 0 von r n nach p. nd 
n 1 
e nach 5 fo iſt 1 1 1 Ei 


a 


und eh a ch | RE: IR, 
rer u 
b .z@ pP — 


Die Nenner 
findet, wenn ma die in denſelben A M tion | 
with verrichtet. Tg nun die Gl N der Ebene 


8 2 b , 
9 


ſo erhält. man, wenn man darin die obigen Ausdrücke fuͤr 
2 Ä 7 setzt, nachdem mit dem museen Renner 


81 N 


| 50 drei 55 multiplieirt worden, a | ee 
| . Le’ —)+4 Er HH Eo 8 
＋Ir (P- POTT -PPD TTC DIT 
el d d OR eee, 
8 te a- rd ) TP (d. q 
welches die Gleichung einer Ebene iſt, die durch die drei dan. | 
Pr % sp, 4% und p., / r geht. a 
Man kann dieſe Gleichung auch ſo finden, daß man die 8 
Ebene erſt durch zwei von den drei Punkten, z. B. durch den 
erſten und zweiten, darauf durch den zweiten und dritten und 
zuletzt durch den dritten und erſten gehen laͤßt, wodurch drei 


Gleichungen von der Form (86.) entſtehen, zwiſchen e 
man die drei Größen a, b, e wegſchaffen kann. b 


Iſt einer der drei Punkte N durch welche die Ebene gehen 
ſoll, der Punkt © z. B. der Punkt . ‚ 1 find. p Yo 
und I” So, und man erhaͤlt 


88. 4 ee br VLG ee 


m. 1 


2 
* 8 \ 


a een 
N | 18 in Em it, a ich 


„ dinaten - Ebenen. 
a Mon ge hat bemalt; daß die Gun « einer durch drei 
gegebene Punkte gehenden Ebene die Eigenſchaft hat „daß die 

7 Cocfficienten zu x, y und 2 die Projectionen ausdrucken von 

dem Dreiecke „ welches die drei gegebenen Punkte in der Ebene 

1 575 bilden, auf die Ebene der Y 2, xz und xy, die Conſtante in 
der Gleichung aber den dreifachen Inhalt der Pyramide die 
jenes Dreieck zur Grundflaͤche und den Anfangs = Punkt der 
Coordinaten zur Spitze hat, woraus alfo folgt, daß die Summe 
der drei Prismen „ welche die Projectionen des Dreiecks auf die 
Coordinaten⸗ Ebenen zur Grundflaͤche, und die Coordinaten irgend 
eines andern beliebigen Punktes der ſchiefen Ebene, er moͤge 
in⸗ oder außerhalb des Dreiecks liegen, zur Hoͤhe haben „ con⸗ 

fſtant, und zwar dem dreifachen Inhalte der Pyramide gleich ſey, 

die das Dreieck zur Grundfläche und den Anfangs= Punkt der 
Coordinaten zur Spitze hat. Dieſer intereſſante Satz findet 
aber nicht blos fir das Dreieck Statt, welches die drei gegebenen 
Punkte in der Ebene bilden , ſondern allgemein für jede beliebige 
Figur. in der ſchiefen Ebene. Der ie iſt durch die Nach 
nung leicht. „ 1 
Die Gleichung der Ebene iſt nämlich kein 


bex-+caytabz=abe, 


Man dividite dieſe Gleichung durch 1 
* 0 be I. b⸗ set *), fo kommt 


2 m m . * 
4 5 Vb 5 rer +” 
—4 a Eid a be 


RT (a*b?-F Der 0 ＋ ca) erke 


Eos der Winkel 4, B OR wache eg 1 mit den 


nen der y 2, 2 * und * macht. (6 5.) SEE 
gegen ift das Perpendikel P ans dem wee 225 die RR 

a as 95 alſo 4 1 
80. e e ee s 


e 
Nun ſey M der Inhalt einer e Figur in ber schufen 
Ebene. Man multplere die e ( 89.) mit m ‚Io 
kommt N | 
90. cos. B +y Mess een Ber. 


* 


bb inch die Eoefficichten F „ 50h Inpalt der 


eöjetionen der Figur M auf die Ebenen der yz, zx und xy 
ER 35), die Conſtante aber bedeutet den dreifachen Inhalt der 
Pyramide, welche die Figur M zur Grundfläche und den 
Punkt o zur Spitze hat. Die REM druͤckt alſo ganz Ge 
gm folgenden Satz aus. ee e 


5 „Man nehme in der feiefen Ebene 1 eine e Figur an, 


und projicire fie auf die Coordinaten⸗Ebenen. Darauf nehme 


man in der ſchiefen Ebene einen beliebigen Punkt an, „ ſo ſind 


1 die drei Pyramiden, welche die drei Projectionen der Figur auf 
die Coordinaten⸗ Ebenen zur Grundfläche und den willkuͤrlichen 
Punkt in der ſchiefen Ebene zur Spitze haben, zuſammen ſo 


groß, als die Pyramide, welche die Figur in der ſchiefen Ebene 


zur Grundfläche und den Anfangs⸗Punkt der Coordinaten zur 


Spitze hat. Der Satz, den die Gleichung einer durch drei 
Punkte gehenden Ebene enthält, iſt nur ein W . dieſes i 


allgemeinen Satzes.“ 

Aus demſelben laͤßt ſich 0 föteßen, ei daß, wenn A den 
Inhalt des durch die drei Punkte p, q, r, p, dr und 
p', d', r“ gebildeten Dreiecks -in der ſchiefen Ebene bedeutet, 
und A, A, A feine Projectionen auf die Ebenen der Y 2, 2 x 
und xy bedeuten, * hingegen der körperliche Inhalt der Pyra⸗ 
mide iſt, die das Dreieck A zur . und den W 0 


zur en hat, 


* 


er (sau 7 ie) 1 9 dr + @ *n 

a r (o“ r ( pr 00 En 

N . dt = A- A- 

ue G. 4 140 
een 

BR In der That läßt ſich dies „ zeigen, 


5 muß der Beweis, der weniger hierher sry , einer andern 


Abhandlung e en bleiben. 6 
98 Gleichung (89.) | | 
13 Ecos u ＋ y cos Cos. A 


iſt merkwürdig. Sie iſt eine Gleichung für die Ebene, die nur 
den Perpendikel aus dem Punkt o auf ſie, und die Winkel ent⸗ 


halt, welche die Ebene mit den Coordinaten = Ebenen macht. Ihr 
Zuſammenhang mit der aͤhnlichen Gleichung (16. F. 1 T. IL), 
die den Perpendikel und die Coordinaten ſeines Durchſchnitts⸗ 


Punktes mit der ſchiefen Ebene enthält, 1 ſich weiter unten 


* 


zeigen. 


Von der geraden Linie im Raume. 


Von den ge en ber(biben. Wr 


42. | 1 
Eine de Linie im Raume wird durch drei Brig 
von der Form 5 16 
(TE 
92. ( % y = 
ex ＋ S eg 


beſtimmt (F. 12.)), welche zugleich die Gleichungen BR Pro⸗ 
jectionen auf die Coordinaten-Ebenen ſind. Je zwei von dieſen 
Gleichungen enthalten die dritte einſchließlich, weshalb ein ge⸗ 
wiſſes K zwiſchen den ſechs Coefficienten 5 B. Y, d, e, F. 


— 


7 


Di Gleichung gie fir ein bath x, alfa 


Fe 1 98 . 95 der 985 0 j 
a ent 
.. 2 Fat 8 wenn man die 1 gen | 
Kipa * allein enthalten, 0 5 8 N 


91 | 8 eee und Be 
Dip drei Sade „„ . Be 


drücken die e ie us on den sechs € 
cienten , ß, , 9, 4 und . Statt . 10 en, damit 
Gleichungen 92) eine und > SU ie im 


deuten. f J 3 I 15 . x + su 94 a: 
80 von dieſen Bedingungs- Sign a ai ann webcam | 
die Bent, denn z 5. B. die ei iſt 5 | RR 13 ; 


1 BR ra 
992 ab ten | 
b bin . Sin z. we 


* ah mi SF a | 


1 1 U 
7 * 18 
5 x 


| Fe Wee für 
„ well ſonſt nicht 
z wa a 


ür 906 Gebt zwischen RR fee 
erwin. Die erſte Gleichung 
0. Die d itte Gleichung iſt 
man n eins . das Andere, be 


2 7 Er 
IA AR 3 


* 8 


Raume auf die e, e 1 172 77 Größen f 
a, g, J o, s, “ dle Entfernungen, in welchen dieſe Bes) ectionen 

Sie Keen ſchneiden. Legte man alſo eine ſchiefe Ebene 0 die 
Fe Punkte, in welchen die erſte Projection die Axe der *, die 


ee vr der Ne die dritte Re Are Dee 2 1 5 iſt 


0 bwinater- Ebenen einschließt, e gte man 
ee e unbete ſchiefe Ebene durch die drei Punkte, in 
welchen die erſte AN die Are der y, die andere die Axe 
der 2, die dritte ie Axe der ſchneidet, ſo iſt der ſechsfache 
Inhalt der Pyramide, welche dieſe zweite ſchiefe Ebene mit 12 f 
Coordinaten-Ebenen einſchließt, 60. Da nun nach (940 
0. 5 Bdg, fo iſt der Inhalt jener beiden Pyramiden gleich 
groß. Das entgegengeſetzte Zeichen bezieht ſich Kk die he 
und hat keinen Einfluß auf die 1 Pe 8 
> 2 


— 52 — | 
Wenn eine gerade Linie im Raume durch einen 
| beſtimmten Punkt geht. 

. 43. Se 8 „ a 


Wenn eine gerade Linie im Raume li Ken sign 
Punkt p, d/ r geht, To find ihre Gleichungen 


4 2 TOY und erte, 
8 fuͤr dieſen Punkt | 3 
* q ＋ BPS B, n und 6 


Zieht man die letzten drei N von den drei aten ab, 
ſo kommt 


e . 
0% eee eee 
ee 9 5 
welches die Gleichungen einer geraden Linie im Raume find, 


die durch einen gegebenen Punkt p, q, r geht. Zwei yon * 
Gleichungen enthalten wiederum allemal die dritte. 


Wenn eine gerade Linie im Raume durch zwei 
beſtimmte Punkte U; 
44. 75 | 
Soll eine gerade Linie im Raume durch zwei gegebene 
Punkte p, q, r und p', q, r gehen, fo muß zuerſt, damit die 
Linie durch den erſten Punkt geht, vermoͤge (. 48.) 
e(y—g)+BK&— pP), YC - = e, 
(Xx - p) (UZ -r) o 
ſeyn, und damit ſie durch den zweiten Punkt geht, 
- ) EAN o, „ TU o, 
(-TS -r) o. 


— * 


Vacbündet man die drei Aalen Gleichungen mi den Wi lezten; 
ſo kommt | 
np u Lg, eee 


— — —— 2 e 
„ . N 2 — 7 rl SD, 


Dieses gibt, wenn man die Nenner wegſchafft, 
. P—-PMy—d--Ux>=Pq4—pd 
ff ya t-nar 
( - =D pr, 
welches die Gleichungen einer geraden Linie im Raume ſind, die 

durch die beiden Punkte p, q, r und p, d., 1 geht. 
Die Linie iſt, wie gehörig, durch dieſe beiden Punkte völlig 
beſtimmt, denn die Gleichungen (96.) enthalten keine e 


Coefficienten mehr „ ſondern nur die beſtimmten Größen pi 
und Pr KN. 


Wenn eine gerade Linie im Raume durch den 
Anfangs Punkt der Coordinaten geht. 
| 45: | 


Fuͤr eine gerade Linie im Raume, die durch den Punkt o 


geht, bringe man die allgemeinen Gleichungen (92. or die 
Geſtalt i 
\ 


T* a, = 7. be 


und nenne 


ſo daß die Gleichungen zu folgenden werden: 

98. 1 T Xx, 4 2 Ty NY X TZ e, 
ſo iſt hier o, y=0, S So, folglich 
99. 


X T Do, 


— 5⁴ — RR 1 ö “iR 


wich die n einer geraden Linie im Rai 2 
durch den Punkt o geht. 8 e „ 


Bon. den Winkeln zwifchen den Projertio 
nen einer geraden Linie im Raume und 
’ | den Axen. | 


De K 1 A, H find die Tangehen der Winkel, 
welche die Projectionen der Linie auf die Ebenen der xy, der 
52 und der 2 mit den Axen der y, der z und der x machen, ö 
und weil ee 0 (9400, ſo iſt aus (07. 0° | 

& 109. % KYZ— I 5 
Dieſe Gleichung iſt irtenchen K mn I abniich, 1 lch bei 
der Ebene, fuͤr die Tangenten der Winkel zwiſchen ihren Durch⸗ 
ſchnitten mit den Coordinaten-Ebenen und den Axen, Statt 
findet. Es iſt merkwuͤrdig, daß fir die Ebene Kn ET 
und für die gerade Linie im Raume zur——ı il, 5 i 


Wenn eine gerade Linie im Raume durch den 
£ Anfangs- Punkt der Coordinaten und einen 
zweiten beſtimmten Punkt geht. 


46. 1 
Soll eine gerade Linie im Raume durch den Punkt o und 
zugleich noch durch einen andern Punkt p, q, r gehen, ſo iſt in 
(96. p So, q ie und 1 alſe A 


CX! es 
101, gz+!'y=o | 
- ıx+pz==0, 


welches in dieſem Falle die rei leichungen drt Linie ſind. 


Wenn eine gerade Linie im Kaumaı mit einer 
der Eoerdinaten- Ebenen parallel i ſt. 
47. 

Iſt eine e gerade Linie im Raume z. B. mit der Ebene der 
R 2 paralle, jo iſt ihre en auf die andern beiden Ebenen 


bei en Kar ene, mit der Ebene xz ‚DE, 
RE ne ſind. 25 


BA, im ı Raume mit, einer 
Are parallel i ſt. „„ he: 


812 
win 


ehe e 3 e RT 
* 4 heul) N 15 %%% 
ger 1 Linie im Mie z. B. mit der Bau: der x 
uch nochs =, und die Steigungen der Linie un 
y= 5 und Le, Mn 


er g 
A1 2 2 


chſchnitte einer geraden Linie 
ie den Coordinaten-Ebenen. 10 


dr 5 0 * AD. 
an TE 211 114 Ir 


1 Bar, a 49. 1) . £ 
. Eir ad Linie im Raume, die mit Eee be drei Ebel 
g Re ter „Ebenen parallel ift, ſchneddet ſie nothwendig alle drei. 
1 Die drei Arten „ wie dies geſchieht, 1 ſch aus den u 
m. der Linie > 


45 b ee d d h Na | 
Die erſte Gbeichung iſt diejenige der Projection der Linie 1 \ 
die Ebene der y. Setzt man in dieſe Gleichung y=o, ſo 
kommt Bx=aß oder x SA, welches alſo die Entfernung vom 
Punkt o iſt, in welcher die Projection der Linie auf die Ebene 
der y die Axe der X ſchneidet. In derſelben Entfernung von 
der Axe der 2 ſchneidet eine durch die Linie gehende, auf die 
Ebene der xy ſenkrechte Ebene, die Ebene der X 2, denn 
die ens, an drückt eben ſowohl eine ſolche 


ſenkrechte Ebene, als die Projection der Linie 
befindet ſich in dieſer ſenkrechten Ebene die ei 
Raume, folglich ſchneidet ſolche die Ebene der * 
fernung K von der Axe der Zi Eben ſo findet ı 
fie die Ebene der yz in der Entfernung Een 0 

ſchneidet. Ueberhaupt alſo bedeuten: u 3 
a und 3 die Entfernungen von der Axe der Zi 

die Linie im Raume die Ebenen der K 2 und y2 fh . 
y und d die Entfernungen von der Are der 2, 8 1 


die Linie die Ebenen der yx und 2 ſchneidet; u | * 1 
s und 4 die Entfernungen von der Axe der 5, in MIR: 
e Linie die Ebenen der zy und xy ſchneidet. it. 


di 

Folglich find « und d die Coordinaten des Punktes # in 
welchem die Linie im Raume die Ebene der * 2 ſchneidet, 

PR und & die Coordinaten des Punktes, in wachen fe de 
Ebene der 2 y ſchneidet, und ar 8 55 8 155 
| y.und g die Coordinaten des Punktes, Pr in * ſie die 

Ebene der yx ſchneidet. en 

N Iſt die Linie mit einer der Ebenen, je 5 mit sa Ebene 
der & 2 parallel, fo 1 ſie dieselbe gar 1 0 alſo cs in 
e Falle und o 

Iſt die Linie mit einer Re Axen parallel, % 8. mit der 
Axe der x, fo ſchneidet fie weder die Ebene der 7 noch die 
Ebene der 2, folglich ſind in dieſem Falle «, c, / und 
F =, übe beides Seh mit 5 100 und 1 ü, 


Fuſtbrnt „% dan 1 r 


Perpendiket auf eine Ebene im Kaan. 


lesungen des Herpennitere, 
„ 5 | 


Steht eine | Arad: Linie im Nau 1% | Ates ſchiefen Ebene 


ſenkrecht, ſo ſind auch ihre Projectionen auf die Coordinaten⸗ 
Ebenen, und die Durchſchnitte der ſchiefen Ebene mit den Coor⸗ 


1 


dinaten⸗Ebenen, auf einander ſenkrecht. Denn es liege z. B. 


5 47 { . ; 92 n. 75 3. N 7 1 hin . EN 
fe Glachung 6 hne d der ap die Li ie ‚im 
* Ki Hirt » u ’ 
im ne gehenden und auf der Ebene der * ſenkrechten Ebe 


der Ebene der xy, weil dieſer Durchſchnitt nichts and 5 
die Projection der Linie im . Fan, 1 . 


Yın, # 


folgende 3 
e SR uk: 4 oe re 


e e e . 

Fe Sin „ welche dieſe beide n egg erden, 
Run uf einander e gen. ie Gleichung e 8 

£ dikels bai le gerad inie J „ vor 8 

as. ' en b 4 ct 5 . ; 

bb 233 e 1 


+ str Ph 1% i | 1 , b 1 e 
"m m ie, EN 5 e (er 170 | * 5 8 1 — 


Damit ale her Si fini 45 Kha aß oder Ir 2 2 5 


a — > % 
auf ay * 0 berpendieulär ſey/ muß feyn BL. 3 und 


B b, alſo ift die Gleichung des Perpendikels auf a y ni bx= Sab, 
e Wer be, 


755 . . le 0 0 F. HEN 5 WR 10 2 75 


57 as Bor * 2 


MED Ren rs 
die Bis auf . 0 El 
155 e enden Linie im 


€ 9 } 

6 A 79 Ne n 
„ ir 
N N 
Ebe 6 

1 

e 

F 


90 N ngen er 00 pendi 
N 8 y und 
0 bene weiden und 


= re 3 
* * 5 > * eu 


fo er Al man de 
(a b) ey + 
Ks 0 5 ware o ya 


806 Kas he 1 für 2 5 


rc. 


und daraus 


. . e a 
g e sr 75 en 1 BR: { 7 Ya 
ei % 
N N 195. 4 ei 
5 . 


\ h 9 7 25 e Ar & an NT 


* 11 0 ur N Cr N 
— — 


N Fu . Pr 
e RE ; 
f 
5 A * 
N 
2H E * 
W * 5 
ee 


2 * 1 3 1 1 7 
1 er 3 u 2 5 U ih, IR P\ PER, 
a A var 7 Y 5 #3 + ’ 
Ye * * N 1 
Y ae FAN RAT „ x N 
e 1 5 „ 5 
. es 4 1 f N 
. N / » 
1 PER, 2 N 
„ 75 
* fi ’ 77 1 
„ 9 4 > 1 FRE 
u — 0-0 
5 ji 
\ % 


6 4 955 0 = 9 5 73 we . N at u 


j 16 8 2 e e zu 
beinen serimmten Park geh 5 5 


k 5 
1 1 AR 1 2 165 , MR . N 
Soll b das Petpendikel auf ane ſchife Ebene ist u 
bunkt 5 e en, ſo geben ‚feine Glenn ß 
ya Be RZ 3 — Er a 
die ieſen we W Ep 0 9246 Be . 


15 


Ran u a) 


E53 
5 3 
. Nr 


N er ga 2 
hr wan die du Ken Gch vonden 5 su Terran, 

2 b cha- ee , 
Ri 35 106. is J c 2 — 1) — b (y — = — O0 n Bi 27 5 
1 8 . a 8155 * Dee 02 25 Pb: Se 0 0 ki. a 7 t = N 8 

w 1 ls ET 
. de Gleichungen eines durch den Punkt b, 5 r gehenden 
Ah auf die Ebene „ 1 


ö 5 5 dikels ft ifo, wie es a fg verhält, 
5 Die Coerdinaten des D > Durchſchnitts⸗ put f 10 es Perpendikels 
8 mt der f chiefe 1 Ebene findet man, wie in der vorig x n 9 il 
Denn wen n diefelben x,y und 2 heißen, fo iſt hben 5 . 


D He, g eb 0, 
f 1 4k 9 6 — — 9 io (106.0), oder wi X er 0 
by ar bd apf e —hy Ser 
3 a —ce2—=ap—cr und Ri re t hg: 
aba Aber eay abe „ 


Schaft man zwichen, der erſten und ode Grid 3 a" weg, } 
ſo kommt 


bey +2 1 . ey—belhg—ap)-ta De oder 
bee Hr er ec 5 


** N . 5 a N 
— co . 8 * 
u re 5 1 5 
e Ber . de 0 
2 rte. eren, 
Nen eee e 
arte Brno ab az | 
u 


Fir 


i rer * 
>, Pr or + ei) p + abe (be = . . 
u Inge T. x 77 ee 
18 ING +a)gtabelea- a, 
\ Re R ab. b⸗ e be TN 
Peer bie Eoodihaten 155 Durchſchnitts⸗ Punkts der chief 
Ebene mit einem er Be dei, a punch den 820 
p/ 4% 1 geht. n 3 
a Die Länge des Perpendiecks. von dem Punkt p, 0 e. 
a zu ſeinem Durchſchnitts⸗ Punkte mit der Ebene iſt 1 5 
ocz. EMTEC eG — 0 ＋ 1 = 
Man könnte alſo die Länge mittelſt der Formeln (it au = 
4 * Diebe if Inseln, ſchon in.‘ 36. e gef inden. 


SS er Punkt pP, 4, r 15 durch welchen das 8 
j gehen kt, 1 5 Anfangs ⸗ Punkt der Be AR ee 
in diesem Falle Pr /r, als iſt ae ken 

a 40 bac BR 05 55 * bee. a 


N Adi Erg“ ä 
? L Em . 
e@ ab e 1 


abb bc e * 
y ae. " N 
Alſo iſt e Sa by, falzlich behalten ich Dale Coordi⸗ 
naten umgekehrt, wie die Größen 3%, Die Länge des Per⸗ 
pendikels ist in dieſem Falle P 15 (2 ＋ ** ＋ 2 95 2 weiche, 
wie leicht zu schen , gibt | | 


ar Kappe: 


= here 0 6 


10 ZU Ku Ka 2 0 
1 , A . 4 
2 X 4 neh | f N | 
* N; 45 10 X Wi 5 4 
5 Yu 4 a 
g 1 
75 Ba It ‘ . K j 
f * 1 WG * N 
10 A £ - N 
. . 
N . 7 i 
vu 
8 5 


51 und 225 49770 die gerade a im . 
Er einer gegebenen Ebene ſenkrecht ſteht. Man f 
die Ebene verlangen, die auf einer! ge denen eee Linie 
aum ſenkrecht i iſt. Die Dr eetionen der inie auf die 
inat en ⸗ a L Jure „ Wee Ebene 
wie vorhin, At ee 
djection der 1 Linie 
5h Em, die Stehr 

* 71 2 Kar 
des „Dungl der Höfen Come mit der Ebene der * war 


ZN 


s, und damit bude uf einander Fate find, 


1 


1 05 di 25 


if si da 5 — * 0 oder 2 


1600 m wa SR . N 4 * 


welches die Gleichung einer Ebene iſt, die auf der geraden Linie 
im Raume “y+Bx=aß, yatay=yö und ee 
ſenkrecht ſuht. 5 


Geht dis gegebene Ame durch den Punkt o, fo e man 
die Giechulg (109) auf die Geſtalt Far kahude und 


ſchreibe gemäß (97. fi (tage 7 und - 1 z ſtatt 8, be ift 


7 uc, oder, weil „ alſo er 5 
7 | ER 


u \ 


20 05 80 2 ze 1. 85 e+ 


7 


N m 104 9 0 te Ebe n „ u 1 ich d. dur u 
9 ai p 11 8 0 N ge 00 SEN, 


Soll die Cbene ih" 00 den Punkt pP, 1 gehen, 
ſo iſt ihre Gleichung Server ds, für, dieſen 
. er gp 7e dec. 0 | 


\ 2 


U der N 
a 1 Pi oh 
getz Porsche 


nd 1 . 15 Wach ö 19 * e 4 2 n 
ebenen. Lilie ſenkrechte und zugleich durch den pen. 


ur gehe je a die Linie ſchneidet. N 


Iſt der Pun kt p, g/ A re Punkt der Corina. 
ten, ſo find p, 9, to. Alſo iſt aus (120 1 
114. e οανανεε * 1 


welches de Gleichung der auf der gegebenen Linie sl dr 
Punkt © ſenkrechten Eben R.“ A 


x 


2 


Pr: 


N 


8 aus (113. — wenn man daſelhte p. / 05 re 3 


für die Ebene paſſen. 


Aus der dritten dieſer vier Gleichungen 1 e * 


0 I} N ERS, 5 | . 

WE Re 

i — a 6 —— 9 % j * i N 
a 0 . 5 u 


* Das Nümlche e 1 aus (110. * 
K % Die arg Durchſch mitt 


Geht die gegebene Linie durch den en En em 
durch den Punkt BR: 9% r, ſo iſt fir dieſe unkt a 


+ A= Zieht man dieſes von Er ab, 1; 1 

| z—ı ze 0 9) 0 oder auch 1 
pA -Pra@—d—o 
v d === * 


| wachs die Gleichungen. einer Ebene ſind, die urg van ben 


b, g/ r geht und zugleich auf einer gegebenen Linie im Raume 
ſenkrecht ſteht, welche durch den Punkt o geht. Geht auch „ 
Ebene durch den Pakt * ſo Dr noch Z 4 2 r „ und 
es iſt 


5 116. ay, enn. =, 


1 5 5 in 
* * Ei er her, ( Pi 
Wenn eine een durch eine gegebene gerade 
Linie im Raume geht. AR, j 
1 92 gr 1 0 e 
5 f 55. ch 8 6 


Die Gleichungen der Linie min in diem Le zugleich 


4 


4 


2+— my c. i Nah 3 


* 


Die Gleichung der ebene bey ee 


* 


Die Glichungen der Linie ſollen ſeyn Ei . 


aytı=o az+y=y vxtz=e. 


y=y—wz und aus der vierten. 


j 8 2 2 
f x = =- —— oder 
e 5 
a 
98 — ä H—ͤ— 
e 


2 

eh: mr „ 1 1 

| EV 155 
F Pie 1 i ö 
1 AN ares e, . 


e 15 
ee ee 1 


oder, weil m = „ alſo b 
* = 


ae (Emm Cl 72 — bo, 
Dieſes gilt fuͤr jeden beliebigen Punkt der Ebene, alſo auch 
fuͤr 2 o, folglich muß ſeyn 
15 KS y- b, und durch Wußzahns der ae ne 
117. (mßtem 
2 n ee 
Da aber 0 deshalb fuͤr jeden andern Werth von 2, Er 
„„ iſt, ſo muß auch ſeyn 
I—ma-+muka=o | 
118. ru nm 
1—katkinv=o, 


— 


Dieſe Gleichungen (117. u. 118.) enthalten die Bedingungen 
fuͤr die Beſtimmungsſtuͤcke der Ebene und der Linie, wenn eine 
gerade Linie in einer Ebene liegt, oder eine Ebene durch eine 


gerade Linie gehen ſoll. u 
1 * = N folgt aus der erſten Gleichung 479 
* 1 — 1 85 a er 
hs oder ey und weil 


55 5 fo folgt aus der erſten Glei- 
chung (1800 welche | | 


mA AEN oder mo war, 
E 


J 


u. MIN 1 RL 
7 66 * f ip 

2 0 „ fi 3 a h 

* A m } 72 998 

1% Ele der b 8 wer n 

r u“ ich 
N: PR 2 

BES er * 5 


Setzt man a Werthe ban . und I in die Gleichung 


/ 
1 4 
1 


der Ebene 1 Lr, ſo kommt 


5 e * 
eder, wenn man mit ay multiplicirt, N 


| G- KEG gay oh 
119. t yetzb—-A)rx7b—Pe)=be oder 
' % ² 


welches alſo die Gleichungen einer Ebene ſind, Be durch die 


Linie 


geht. 


. 7 
g=b. ar 


„ee leren ee 
i 
Aus der erſten Gleichung 8 72 folgt STE , oder 
a 135 | 
ag 1 5 1 und aus dt erſten Ging 
(118 9 welche | | Ä ae 


1 rs 
ae un: iſt, eee det 18719 


Seht man dieſes in die Gleichung der Sand * =, 


ſo kommt | f 5 RN 1 


1 


BE en- ma Da oder 


ir 


ea a alfo ſind 155 
109 . und 
1309 IEA N W F 


REN - 


die e Etihad einer rate Linie 1 die ai die 
de ebene 1 eh. 


. Ebenen. 
a 656. | 

pPcrallele Ebenen ſtehen auf einer und b derselben geraden Linie 
zugleich ſenkrecht; und umgekehrt: Ebenen, die auf einer und der⸗ 
ſelben geraden Linie ſenkrecht ſtehen, ſind parallel. Nun beſtehen 
die Bedingungen, unter welchen eine gerade Linie und eine Ebene 
auf einander ſenkrecht ſind, sufotge G. 51. u. 53.0, darin „daß 


ar 


— — ) 
m == - , 
n — . 


Sind ah die Gleichungen zweier Ebenen, die auf der Linie im 
Raume: 


* 


* ＋ R g, y ο u und Ege es 
ſenkrecht ſtehen 


ertüe und 


a en u, 
ſo muß eben ſowohl ) . 
* = AM, m- , n=, als 
Kk = — KM, m = — 4, n = 


— ſeyn, folglich Er 
121. k k,m=m,n=n 


die Bedingungen für die Coefficienten a, b, e und a, b' e, 
wenn die beiden Ebenen parallel ſeyn ſollen. 


Die Gleichung der Ebene „ welche nut der Ebene 2 m y 
* e oder 


abz T bexacy gabe parallel läuft, iſt 


E 2 


ie der 1 . 


abz+bextacy=abe bes —cab 


Aus den Gleichungen (121. folgt, daß die Bedingung, 
wenn zwei Ebenen parallel ſeyn ſollen, darin beſteht, daß ihre 
Durchſchnitte mit den Coordinaten-Ebenen parallel ſind, denn 
k, m,. n find die Tangenten der Winkel, welche die Durch⸗ 
ſchnitte der ſchiefen Ebene und der Ebenen vr xy, der yz.und 
2 x mit den Axen der x, der y und der 2 machen. 1 


* 


, 88 j jr Ei 
Parallele gerade Linien im Raume. 
a 57. 9 | 
Parallele gerade Linien im Raume find auf einer und 
derſelben Ebene zugleich ſenkrecht und umgekehrt. Gerade Linien 
im Raume, die auf einer N ae Ebene ſenkrecht ſind, 
laufen parallel. . 
Wie vorhin, ſind die Bedingungen, unter welchen eine ge⸗ 
rade Linie und eine Ebene auf einander ſenkrecht ſtehen, Ya 


U 


k=—%, m - , n——y. * 


Sind alſo die Gleichungen zweier geraden Linien im Raume, 
welche beide auf der Ebene 


„weber ges cee 

zugleich ſenkrecht ſtehen f 1 n 
* ER a, 4 E IX LIE 10 

„ V X , 4 2 LE N 7 ee 8 

ſo muß eben ſowahl 1 | 1 


2 9 


kn) mau, re ſeyn, 


55 5 , sn er nu 


die Boisunge lr die Coefficienten , 8, , 9, „ und 
4 „65 % , €, L, wenn die Linien parallel ſeyn ſollen. 


Die Steidjungen der geraden Linie im Raume, welche mit 


der Linie m \ 
4 W 


b ER a, . EY, F | 
anale läuft, iſt i Ri „ 
128. * Y ER , 4 CY * TZ. 


Aus den Gleichungen (123.) folgt, daß die Bedingungen, 
unter welchen zwei gerade Linien im Raume parallel ſind, darin 
beftehen „ daß die Projectionen der Linien auf die Coordinaten⸗ 
Ebenen ebenfalls parallel ſeyn muͤſſen, denn , u, Y find die 
Tangenten der Winkel, welche die Projectionen der Linie auf 
die Ebenen der xy, yz und zx mit den Axen der y, z und x 
machen. 80 | 4 5 
55 1 

* 
Wenn eine Ebene und eine gerade Linie im 
Raume parallel find. 


58. 
Eine gerade Linie im Raume iſt mit einer gegebenen Ebene 
parallel, wenn ſie in einer andern Ebene liegt, die mit der ge⸗ 
gebenen parallel iſt. 2 
Die Gleichungen der Linie ſollen ſeyn 


4 a AE, Ke, 
die Gleichung einer Ebene al die Linie ſey 
* e AR 2 „ mz e, 


. * | 
die Gteihung Se mit fe parallelen Ebene ſey 


N ye, * * 


e 


ne; 4 


1 fo find die Bedingungen, ‚ unter vage die Linie in der ele. f 


Ebene liegt, 12 
b K Sy 1 
und AK Am m = (117. und 118.). Die Be⸗ d 
dingungen aber, unter welchen die beiden Ebenen mit einander 


parallel laufen, ſind 


K ', mm, nen- (1 


Verbindet man die letzten Bedingungen mit den erſten, ſo 
werden Bir 


| I km tm 
"Di Bedingungen muͤſſen erfüllet werden „ wenn die 
Linie und die Ebene z ＋ 1 Se parallel ſeyn follen, Die 


erſte dieſer Bedingungs⸗ Gleichungen enthaͤlt noch eine willkuͤr⸗ 
liche Größe b', wie es auch ſeyn muß; denn mit derſelben gera⸗ 
den Linie koͤnnen unzaͤhlige verſchiedene Ebenen und mit derſelben 


Ebene unzählige a gerade Linien parallel ſeyn. 


Ebene, die mit zwei geraden Linien im Raume 
| zug leich nn | 


Eine und diefelbe Ebene kann mit zwei verſchledenen gera⸗ 
den Linien im Raume Jugkeic parallel ſeyÿn. Denn wenn die 
Gleichungen der beiden Linien N 

| * a, 42 Y ** ＋ 2 1 
1 NR , A 2 T= 1 4 
find, ſo find, zufolge (124.) in der vorigen Nummer, die Be⸗ 
dingungen, damit die Ebene w der einen und der andern Linie 
parallel ſey , | a 1 
b = k Ge, a und 

b. Kk TV, I= km mA 


SR 
A 
* 
[ 


Zieht man die vierte von der zweiten 1 ab, ſo 


baum eee e ee * 5 ne 
5 kml u, u wei 
N 0 Fr 7 7 g 5 
u N 1 1 — 
(A- A. Eye 4, alſo 
r 25 oder k Sr 
f 7. 4 — . K „ 
0 * 5 ‚vv 5 
— m 1 1 RR! 
123. 0 oder | 222 
= 5 „ r * 
e . or 
n= + ——; pie n= — 
Ar I oder , 


hieran? folgt auch, weil kmn=I1, 


126. G 1 C H) 
ONE u e e 10, 
und wie gehörig 1 . f f. 1 i. b 


Die Größen k, m und n find die Tangenten der Winkel 
zwiſchen den Durchſchnitten der ſchiefen Ebene mit den Coor⸗ 
dinaten⸗Ebenen und den Axen, die alſo die Lage einer Ebene im 
Raume beſtimmen, wenn auch nicht ihren Ort. Da nun hier 
k, m unden ganz durch *, , und *, U, „ ausgedruͤckt 
werden, fo folgt, daß zwar unzählige Ebenen möglich find, die alle 
mit den naͤmlichen zwei geraden Linien im Raume parallel lau⸗ 
fen, daß aber dieſe Ebenen alle unter ſich parallel ſind. 

Wenn A „B, C, wie oben, die Winkel bedeuten, welche eine 

1 Ebene mit den Coordinaten⸗ Ebenen macht, ſo iſt z. B. 


cos, A ) Yıfo ift hier Bi 


a e me e 


OR A . 
1. n 1 


=) + Gr =) 


1 
| 
8 | tr : > 
| = 
. 
5 
| 


ei . un oder ya due K ; 
eos. rer sep vs 2 

eee eee eee; 

r oder 


K — 


u 
I Fe 3 e 
8 alſo auch | 
127. u | 
MN nn ar 
a LOHR Fa) ee 
5 1 


cos, ai er Fig ph 


| Dieses gibt die Winkel, welche eine mit zwei geraden Linien 
zugleich parallele Ebene 1 5 der Ebene der xy, yz und zx 
macht. 
Man kann dieſen Ausdrucken von cos. A, cos. B und cos. C 
gleiche Nenner geben, z. B. allen dreien den Nenne von cos. A. 
ads der Nenner von cos. B iſt wegen zn e — 1 1 A =I, 


| 1 . ee, J 


BI ea Ca A. 12 ra 
ze SE | 25 


Der Nenner von cos. C iſt 


ver de 12 G 6 99 1 
(1 „ = 

Ä . 4% 14505 
welches beides den a von cos. 55 il. ‚geht ao. 


e * tt 4 — K. 
a a 


dieſer Nenner N, 10 iſt cos. B 


ad 08 G 4 K * . — 


N IT alſo t | $ 


8 
en > 
+ ; * 1 FR, ; 
j ? i 09 . / 1 + ; 
At N Ne 
us (128 RC) un ME, ek 
7 9 - A MR 4 > 7 5 7 2 
aſſo iſt e a NR EN 
“ie =; £ f 
| “ 4 
1 cos. An. 
K He e An. N ; 
in i 4 — U 5 
1289. l 1 Ber 
„129 cos N 
| 1 BE 
155 cos. C = —, —— 
Alſo iſt % e, 
cos. A „„ # b cos. C c 
. n= =, ———=k=—. r m 
5 8 cos. B e cos. 15 css b 


Alſo verhalten fh z. B. die Ceſnns der Winkel 4 8 und B, 
welche eine mit zwei geraden Linien im Raume zus gleich parallelk 
Ebene mit den Ebenen der xy und yz macht, wie die Ent⸗ 
fernungen a und e vom Anfangs-Punkt der Coordinaten, in 
welchen ſie die Axen der x und der 2 ſchneidet. Eben ſo die 
andern. 


Die Gleichung der Ebene iſt allgemein 13 0 
5 18 1 * + N b. 


Setzt m hen. die Wache von k, w, n an? (125. * ſo Ka 


| 2 4 — ne „ I . 10 
f Ne 1 1 — RR . 
wage die Gleichung einer Ebene iſt, die mit den beiden Linien 


J — 


+ 


7 0 0 1 
e 
> 7 ei N 
. Win 1 2 ness. und 
W 
5 22 Y , ur Hy x, e ig 


zugleich parallel läuft, 
Aadlaͤßt man die Ebene zugleich sur eine ber Linien 1 
©, durch die erſte, ſo iſt N ’ 


. 


. bn E ve 17 *, a ft 


4 — 4 v 4 — 4 4 4 \ 
A a as 1 SET ER] m — oder 
vv * 1 — 1 K ＋ * 1 . — 1 fl r 


1 4 0 — K 2 er 2. — 1 u 
2. 3 , „ya 
I" ar Ra rt N 


welches die Gleichung einer Ebene iſt, die durch die erſte Linie 
geht und zugleich mit der andern parallel * 


| er 
Bere zweier geraden Linien im Raume. 


2 60. 


Wenn ſich zwei gerade Linien im Raume ſchneiden, fü gel⸗ 
ten ihre Gleichungen fuͤr den Durchſchnitts⸗ Punkt Beige? 


lich. Wenn alſo die Gleichungen der Linien 

4 a, A EY vxtz=e und 

ö 
| * XDA, W2+y=Y, Xx ＋ E 

* ix ee 7 17 
und die Coordinaten des Durchſchnitts-Punkts x, y, 2 find, 
jo darf man nur in beiden x &, y=y, 22 ſetzen. 
Nacht man eu die vierte von der erſten ab, ſo kommt | 


1 


( S , 
zieht man die fuͤnfte von der zweiten ab, nachdem die fünfte 
mit u, die zweite mit g' multiplicirt worden, ſo kommt 


( - , u y— ey, alſo eines durch das andere dividirt 


Ku wen LE: en „ oder wenn man mit ‚BR dividirt 


„ — . — K 5 


* 7 * u 1 2 3 * * FAR 1 x N 1 
* ir X SE En A 925 3 
- NY} 3 * 1 4 \ f * a 
„ N / ; 
5 EN N, 
* 1 1 ' % 
70 m. 
* * . — 75 S 
ie Y { — 1 N ig 3 y . 7 Ä 
55 
ER = „ oder, weil 
4% e — 


\ Die Bedingung, die diefe Gleichungen ausdrucken, muß er⸗ 
fuͤllt werden, wenn ſich zwei gerade Linien im Raume ſchneiden 
ſollen. 

Man kann diefe Bedingungs- Gleichungen auch noch auf 
einem andern Wege finden. Wenn ſich nämlich die Linien 
ſchneiden, ſo liegen ſie nothwendig in einer und derſelben Ebene, „ 
die Bedingungs⸗ Gleichungen aber, damit die erſte Linie in irgend 
einer Ebene liegt, ſind zufolge 95 und 118.) nt Er \ 


und mm oder e und me 2 


mk bi I 
* a 1 O oder weil wei k— 5 re 
Be | 
* ——— — — ur ) iſt 
A* 7 er 0 (97. ſt, 
. 1 1 1 9 ,, 
r F r 


Die Bedingungs⸗ Gleichungen „unter welchen die andere Linie 
in der naͤmlichen Ebene liegt, ſind alſo | 


— 


1 1 53 N U 1 7 1 
N und ee 3 


Man ziehe die dritte von der erſten und die vierte von den 
e Gleichung ab, io kommt 


79 


jur I AR a RE ER 
W F 

1 * . j 4 N 9 
* - W N e 

\ - 101 ie * e 4 . N 

D x u * RN 

* 9 N 


[m 9 


( 8 * 0 N “ 7 
E- He 1 e und a. 


Ka; Me DE | AR . 


alſo iſt, wenn man zeigen diefen beiden Stifungen 5 35 1 N 
wegſchafft 25 


W 7 85 t 
: ci 0 G- = 33 oder 
0 = 44 — = 5 


Si 1 f. 1 
2 ee ER ET wie 1 x 
ee et or aß 


1 7 


3 


ebene, in welcher zwei ſich Tce en gerade 
Linien im Raume liegen. 


. 8 M "NER 

Die Wit zwei . Linien zugleich s Ebene, 8 he 
ae fur jede zwei Linien möglich iſt (59.), iſt, im Fall die 
Linien ſich ſchneiden, keine andere, als 3 in welcher die Linien 
beide liegen. Fuͤr eine ſolche mit zwei Linien zugleich parallele 


Ebene war „ (25. . Weil nun, im Fall 1 1 


4 
N die Li ien ſchneiden er 5 wa as 5 ſo iſt 
ie Tini 97 5 r 1 
| * - B—P 3. x 


ir IS NEE 
10 a TORE] 
u, 


., 


Die Lage der pre. in welcher beide Linien liegen, wird 


| aifo durch | Ri. A, 1 
1:98 10 4 — e | ee 1 0 
17 m 2 — 8 1 — 225 eg 
8 2 


| 135. e e 5 b. 


iſt dieſelbe hier in dieſem Falle 


bi ) 1 . 2 191 55 f 7 . 
% 15 
5 Beim Es folgt auch, weil 1 


„Da nun die Glächung Yet Ebene * ＋ K L Tn a * ſo 


BR »5q„ 
* * ey ra ka IR 
- * R 78. 0 0 75 1 Bj 


Für den Durchſchnitts⸗ Punkt „ . 4 der beiden Linien gibt 


dieſe Gleichung 


„ > al 0 
4 bon 8 a ; 2 a. 
e 9— 0 


Man ziehe dieſelbe von der vorigen ab, ſo kommt 


4 


186. G 0 ee 


wühes die Gleichung der Ebene iſt, die durch zwei ſich ſchnei⸗ 


dende ge, Linien im Raume geht. 


ö Die Coordinaten des Durchſchnitts⸗ Punkts folgen aus den 


obigen Gleichungen, z. B. aus (5. 60.) e 


folglich . 


N > a 1 f 5 1 — 5 7 
k „ RT ER 
137. y =, z = — , X ; 

4 — ’ 17 — Y 


Aus. der andern Gleichung a — u 2 y 1 y—uYy G. ey diey 


enthält, folgt 


4 
— mu 9-8 
Due Er Er, En a‘ alſo 
Rus, 1 1 1 — 7n g 
38. 1 i 
g 2. Gerth l „5 X e 6 
„1 — 1 K 4 — 4 
fi; 


Eye 


a 1 ) De RT Nr ir A TEEN. 
* , 1 a \ — r 0 . 1 BEN 9 
W 1 u \ ’ ER, Er ER. 1555 N 4 
N W äh 1. \ I , = . 
N N 7 ' 8 7 ad } 1 8 N > 


f 1 Die Gleichungen (57 d 498. ach . Ver⸗ N 
ſchiedenes; denn vermöge der Bedingungs⸗ W 035 25 
‚für das Schneiden der Linie iſt { er 
e AR ee 
4 j 2 Fe 20. 
Setzt man nun die Werthe von X, y, 2, z. B. e (18370 
100 in die Gleichung (136.), ſo ee 


e By Bun 
30. 6 W 


a * — 20 


& — 2 e I N 
Ban a) | 


welches vollſtaͤndig die Gleichung der Ebene iſt, die durch zwei 
05 e e Linien im Raume geht. 


Winkel, Gelen zwei ſich f ſchneidende gerade | 
| 1 Linien im Raume einſchließen. 


62. 


Den Winkel zwiſchen zwei ſich föneidenden 1 Sieh. 
im Raume kann man fo finden: 

Man lege den Anfangs = Punkt der Gr in den 
Durchſchnitts⸗Punkt der Linien und auf die erſte Linie eine 

Ebene, in der Entfernung P von dem Punkte o ſenkrecht, fo, 

daß P gleich der Laͤnge des Perpendikels aus dem Punkte o 
auf die Ebene iſt. Die Entfernung des Durchſchnitts der zwei⸗ 
ten Linie und der nämlichen Ebene von dem Punkt o, ſey —=Q, 
und der Winkel, den die beiden gegebenen Linien mit einander | 
einſchließen, V, ſo iſt 


140. OQcos. V=P, 


Wenn nun — +7 TR r die Steigung der f die 


5 ale Linie faukeichs 3 Ebene it und c, 8, die Coordi⸗ 
naten des Durchſchnitts⸗Punkts der erſten Linie oder des Per⸗ 


er I pt 5 P * P a a 
f = —, _ = , F, r — 
N P N 7574 125 e’ . 
ee SR = a: BEN, 
— 227 — — a 
2 RF 


a: Setzt man dieſes in die allgemeine Gleichung der Ebene, ſo 
gut if + 27 Gh alſo iſt P NX TBHY T2, 
wie in (11. II.), welches für jeden beliebigen Punkt der Ebene 
gilt; alſo auch fuͤr den Durchſchnitts-Punkt der zweiten Linie 


und der Ebene. en aber deſſen Saprbhräten „ Pi und 1. 
ke iſt 


ui &+Bß Fu Er- 
Die Coordinaten der Durchſchnitts-Punkte der beiden Linien 
ſind aber die Coſinus der Winkel, welche die Linien mit den 
Axen machen, fir die Halbmeſſer P und Q; naͤmlich wenn dieſe 
Winkel fuͤr die erſte Linie D, E, G, fuͤr die zweite Linie 
D', E, & heißen, ſo iſt 5 


een, , , 1 en 
4 cos. D', G cos. 175 5 cos. G. 
Es iſt alſo 


x 


P cos. D cos. D- PO cos. E cos. E ＋Pcos. & cos. G=P: 


P cos. V (140.) oder | N * 
141. eos. V- eos. D cos. D- T. eos. E cos. E + cos. G cos. & 


welches den Winkel gibt, den zwei ſich ſchneidende Linien im 
Naume einſchließen, und zwar durch die Winkel ausgedruͤckt, 
welche die Linien mit den Axen machen. 

Man kann hieraus den Ausdruck des Winkels V durch die 
Größen finden, die gewöhnlich in den Gleichungen der Linien 
und Ebenen vorkommen. Die Gleichungen der beiden ſich ſchnei⸗ 


denden Linien ſind naͤmlich, weil ſie beide durch den Anfangs⸗ 
Punkt der Coordinaten gehen 


1 | | 1 “N 

pen! Re a N 0 „Lade und i 
oe e, i Lese G00 

f le: find , , v 1 1 ih die Tangenten der Winkel, 


welche die Projectionen der beiden Linien im Raume auf die 
Ebenen der xy, yz und zx mit den Axen der Y 2 und x 


machen Eben das ſind die Größen 5 5 und < — kr bede 


Linien. Denn en z. B. — yet die Tangente des 3 Winkels, den die 


Projection einer durch de Punkt © gehenden Linie auf die 
PN Ebene der K y, mit der Axe der y macht. n 
| Die , J, 2 ee ſich aber fire beide Linien wie die 
Eofinus der Winkel D, E, G und D, E, G, die dieſelben 
mit den Axen machen, hie man nehme BE 75 beiden Linien 
zwei Punkte in der Entfernung s vom Punkt o an, ſo daß 


4 s cos. D=x, fo. ift zugleich scos. Ey und en ee 


und wenn u. 
s cos. Dx fo iſt auch s cos. E 1 und s eos. & — 
in iſt | AR - 
| N „ es. D. M e.. =. 006 
ee „ = —— und = ——— 
„ Dos E zZ MWcosır x Cos. D 
fir die eine und | 
l 2 cos. D y cos. B. 2 cos. G 
17 By ess. eos. ET 2 cos. G e eee 
‚für die andere Linie. ya 
OR 7 X > 1 8 e „ 
Nun war aber — S, Wa — Du für die eine und 
* N . N 1 a x 5 4 
wen .f... 
DM, = A, = für die andere Linie, alſo iſt fe 
% in Mad: cos. E cos. G 1 line und 
Hi, Hm ee * ie in un 
u e e e Gl, | .D 
2 „ ecos. D“ cos. E vn cos. G 5 
ett ne er cos. sw OBER IM 


fir die andere Linie, N rn m 154 


Sn / A 
% % 5 7 e * 
3 ar 5 1 0 
TER ER: 2 
e ER Aa 9770 
0 „ 
* E * "ze 4 
N. 1 N 9 * 2 
e 72 4 5 3 
t e re * a 7 — 75 
0 Fahr * n 4% 1% nik 2 55 ey, 
at 10% 1 


. — an cos. G leon D | 
IF N * 


dv 
1 2500 4 2. ve 
ee EM sah 1 


8 1 aA ZB N a 7 N m 


men De A. : Ä 
705. 0% m, e und cos. 0 i eb hit 


1 4 Fr ; | 1156 
"ing man di in die Gleichung 440 io a a 


E 145 cos. V==cos. D cos. D er Hr +) 


Nun it boch mee „ 1 10 
cos. D ＋ cos. E. ＋ cos. er und 8 
A (58. . 7 | 
N. D +00. E. co 1 f 
a 105 ft aus (142,) b . 1 n m en 


A p 5 (5 . u Ir bib 
2 J 1 
eos. D= 5 und 8. . 


e ee +») ver +) 


0 mithin aus i 


— et „ 


* 


1 IH + Br 
cos. — — —  e 
ö lee, 
5 . I IV TAE 
V FT V +) 
a oder 


35 ITI LY 1 

e eee eee 
oder * 
eee e HÄFTER 
1 180 ey 0 3 0 


* 


welches die obige Bedingungs⸗ Gleichung, iſt. W 


y . one 
9 ; 15 SEN * 0 e 
$ 2 e N N 
5 0 
* x N 9 1 
} ; 27 
* . g 
\ cr — 82. es 7 
{ 2 — 


welches den Winkel zwichen zwei ſich ſcheden n 


Linien im Raume durch die Winkel ausdrückt, die die Projectio⸗ 


nen der Linie auf die Coordinaten⸗Ebenen mit den Axen 
machen. Obgleich der Durchſchnirts⸗ Punkt der Linie in dem 


Punkt o angenommen worden, ſind die Ausdruͤcke (140. u. 144.) 


dennoch ganz allgemein, denn die Neigung der Linie ſelbſt oder 


ihrer Projectionen gegen die Axe, alſo ſaͤmmtliche Größen, die in 


den Ausdrucken vorkommen, find die naͤmlichen, wenn man auch 
den Punkt o außer den Durchſchnitts-Punkt der Linien legt. 
Wenn die beiden Linien im Raume auf einander ee 


ſtehen, fo iſt cos. V So, alſo 


(I Ta o oder 


145. 1E 1 YU E O 


1 ＋ 4 ＋ NU Ai we 


„welches die Being it, unter 0 0 die 9 55 auf einander 
ſenkrecht ſtehen. 

Dieſe Bedingungs⸗ Gleichung eh man auch unmittelbar 
finden. Denn man lege auf die erſte der beiden Linien * N o, 
4 2 +y=0 und vx + zo eine Ebene ſenkrecht, die ſie im 
Punkt o ſchneidet, fü befindet ſich die andere Linie, weil ſie auf 
der erſten ſenkrecht iſt, in dieſer Ebene. Die che der 
Ebene aber iſt \ RESP N 


| zu 4 (110. 8. 33 3, weil e. 
die Gleichungen der andern Linie ſind d 


2 N 4 2 ＋7 = und * E 


N RN 
woraus faßt ya-ı'z, X 15 1 | 
Setzt man dieſes in die Seh der Ebene, fo Kommt 
a Le ak e 
2 tan 20 oder 


11 65 


f IA TN Aια o, 


Sind die Linien 5 nder bci ſo Hi eos. Maar 
10 0 welches auch der Fall iſt; denn gemäß (124. 8-56.) iſt 
fir zwei parallele Linien im Raume u u, , bai, 
welches N ‚v=ı N 


5 Ai 
N AR 


1 55 anne, den zwei Ebenen eintstieen. 


* 
Ar 


e 1 . 65. 
Um den Winkel zu finden g den zwei Ebenen mit einander 
machen, die ſich ſchneiden, ziehe man aus dem Punkt © auf jede 
der beiden Ebenen einen Perpendikel, und lege durch die beiden 
Perpendikel eine neue Ebene, ſo ſtehet dieſe neue Ebene auf den 
beiden ſchiefen Ebenen ſenkrecht, weil ſich die Perpendikel in ihr 
befinden. Sie ſteht alſo auch auf dem Durchſchnitt der beiden 
ſchiefen Ebenen ſenkrecht, folglich ſtehen auch ihre Durchſchnitte 
mit den beiden ſchiefen Ebenen auf dem Durchſchnitt der letzteren 
ſenkrecht. Mithin ſchließen jene Durchſchnitte den Winkel ein, den | 
Die, beiden ſchiefen Ebenen mit einander machen. 


Die beiden Perpendikel und die beiden Durchschnitte der 
Perpendicular⸗ Ebene mit den ſchiefen Ebenen bilden ein in 
der Perpendicular⸗Ebene liegendes Viereck, von welchem zwei 
gegenuͤberſtehende Winkel rechte find, ne die Winkel, welche 
die Perpendikel mit den Durchſchnitten der Perpendicular-Ebene 
und der ſchiefen Ebenen machen. Alſo beträgt die Summe der 
uͤbrigen zwei Winkel auch zwei rechte. Von dieſen beiden 
uͤbrigen Winkeln iſt aber der eine derjenige, den die Perpendikel, 
der andere der, den die Ebenen mit einander machen, alſo iſt der 
eine das Supplement des andern. Heißt daher der Winkel, 
den die Ebenen mit einander machen, W, der Winkel aber, den 
die Perpendikel mit einander machen, V, ſo K 


146. cos. W=-—- cos. V. 
Nun iſt aus der vorigen Nummer 


e „ 1 
r Fe; 
F 2 


ai. 8 N & \ 5 7 N e 30 a 
A i en Wi x 
N N a 1 
* ö * 
* . \ 
. ? ; 7 N in 2 * N 
alſo iſt N De * ib . a 
13 | N 


147. cos. W = — . 
a. W VI FB. 
Die Größen, durch welche cos. W. ausgedrückt ift, beziehen 
ſich auf die Perpendikel. Sind nun die Gleichungen der beiden 
ſchiefen Ebenen, die den Winkel W einſchließen. 


4 
i abz+bex+cay=abe und * 

b He H e, 8 eh 
fo muß vermöge 6 50.) . 1 . ER 
be Be 1 55 m 5 oder u 1, 

ar % W e 1: ht 9 

Ki 0 oder *, = oder m , > oder n 


er, 


ſeyn, alſo iſt vermoͤge e 
ıtnn +mnm n 7 


1 eee eee 
oder 
| 1 KE Aw 
a NE Wer * En er 
IR oder 8 
5 oe W. 1 Emm em 5 


Vin km m)] Tm Ken m 9 


Dieſes iſt der Coſinus des Winkels, den die beiden ſchiefen 
Ebenen mit einander einſchließen. 


Sind dieſelben auf einander the, 5 fo it cos. wo, 0 


alſo iſt ö ” 3105 0 4 


Iun Em nm n O oder N u a 
149. IEK Tuknk oder 
ı+ mn + kmkm==o, 


oder auch, wenn man die ee a, b, er a a, V l., c is den 
Ausdruck feat Sm | 


— 


pr Se rm dock 


b 8 


1 . die Bandes für die Yerpondicufaität sic 


PR iſt. 
Auch dieſe Bedingung kann man unmittelbar auf eine aͤhn⸗ 
3 liche Weiſe, wie diejenige für perpendieuläre Linien in (J. 62.) 


finden, denn man lege zwei Ebenen mit den gegebenen parallel 


durch den Punkt o und errichte in dieſem Punkt auf die eine 


ein Perpendikel, ſo beſindet ſich daſſelbe in der andern Ebene. 
Dieſes gibt nach einer aͤhnlichen Rechnung, wie am angeführten 


Orte, die obige Bedingungs-Gleichung. a 
1 der beiden Ebenen waren u 


24 5 +my=c ‚und 7 7 m y oder 17 


„Em LM Ze und 2 -K mx ＋ m 5 Koi 
at der Bedingungs⸗ ams für die Perpendieularitaͤt folgt 


r 75 1 —— mm 
Knast 5% 
km 1 
Setzt man ice in die Glechng der zweiten Ehen, ſo kommt 
„ 1 ＋ m m. 1 5 . 
5 a4 —_— x * ＋ m e oder 


1 ee oder 


eee. i oder 


) A 97 5 We | 
% z ebb Iybes TsGabb' Face) Abb ee oder 
151. 4 xace +zcbb +y(bed+baa)=ccaa oder 
N ybaa dee ks +ebb)=aa bb 


* 


N A 5 1 * 4 I N eee, 
24 4 * ’ vr a * * N * LET AAN 
1 . 1 7 * * 1 el 2 ae A 2 5 
. N N 4 REN N e eu N 
n * 0 ER 9 „ nr i ‘ N Nee 
* 4 nn 2 Mn * A . 

N 7 


welches die Mn eine rat itt, d * der Ebene 
zab x bey casgabe ſenkrecht ſteht. W | 


ö 
* 


Ebene, die auf einer. 40 6 5 ſenkrecht m und zu⸗ | 
1 85 durch eine gegebene gerade Linie geht. 


1 


64. 


Soll die ſenkrechte Ebene durch eine geht gerade Linie | 
gehen, fo muͤſſen erſtlich die Bedingungen (g. 55.) für den 
Durchgang der Ebene durch die Linie, zweitens muß die Be⸗ 
dingung fir die . der Ebenen erfuͤllt werden. Die 
Gleichungen der Linie ſollen ſeyn 


* R , Ar EY, „fe, 
ſo ſind die Bedingungen für den „Durchgang der Ebene 
Stym +z=e durch dieſe Linie | 


Se m- Te und Im ny—n'y=o (1120 
hingegen die Bedingung fuͤr die Perpendicularität der Ebenen 
=, +ym+z=c und Lym- age, it Inn 
IFTmnm' n' o (149.). Aus der erſten folgt 


m. „ ee Aus der andern folgt ä 


152. 


7 
f 7 Inn 1 „* 
=— —, alſo ift 
15 “ mn 2 j | 


1— n e 


— 


Pa —, folglich 


mn — = ee, alſs 


15 2 e und da 
1 e my 6 


Inn 11 1 
— — N war 152 vermd e (151. 
215 95 75 „er 95 ge 4 ) 


m 8 2 L. E Wen 5 Ve EN 0 
g a Zu — 3 — oder 0 122 J 
e ene en ee 
5 ul „„ u 
er E 
n 10 Pe 12 e e Mia ne 


9 r l 


f Dieses gibt e aber: RE Hm. | 0 
N Ann 5 ; 11 
Setzt man die ſo eben ua, Suse Jan w. n. und e 

in die e Seachung der Siet CV ne 
„ si e e i a a 
ee 44 > tm ee be km 585 


0 97 12 ST; 7 3 IBAN 0 U MIELE 1 4 
RS la: ; N ＋ 1 a n v 

e E AR nn — eier + der 
e TE. TER si. e 


5 55 ebm -A En my). 2 
8 1 15 . 55 (t) oder * 


ale Eastern. 
e Dee oder 


0 6 ee Se, 
alſo auch 
155 1 (4+2)-@-94n47 (4-2) = 
und 5 | 1 7 
eee ez) e 
a die Gleichungen einer Ebene ſind, die auf der Ebene 
2 ur 1 nf ſteht, und zugleich durch der in dieſer | 


UN 5 N: N 2 Pr 
* 3 8 Zr 45 \ ar 92 4 
N. * 1 E 7 „ 1 . 55 
N \ N Want FR x 1 * WER 5 a 
8 1 — * * A . 
N N n EHRE 7 
; N h . 
X . ne * 1 „ 5 
= 88 — le 


Ebene beſrdüche ral ene 1 Ben * 2 er RN | | 
2 8 * 2 8 geht. 1 U 


3 1 rn Len 
Ns) im 


Winkel zwiſchen einer geraden te im Raume 
un d einer La e 


5 | 


um sb Mintel” u finden, den eine gegebene gende Unie 
im Raume mit einer gegebenen Ebene macht, lege man den 
f Anfangspunkt der Coordinaten in die Linie und errichte aus dem⸗ 
ſilben ein Perpendikel auf die Ebene, “fe iſt die Ebene, welche 
durch die gegebene Linie und durch das Perpendikel geht, auf die 
ſchiefe Ebene ſenkrecht, weil fich das Perpendikel in ihr befindet, 
n der Perpendicular⸗Ebene bilden alſo die gegebene L Linie vom 
Punkt bis zur Ebene, das Perpendikel vom Punkt o bis zur 
Ebene und der Durchſchnitt der Perpendicular - und der ſchiefen 
Ebene ein techtwinkliches Dreieck, deſſen zweiter Winkel der iſt, 
den die gegebene Linie mit dem Perpendikel, der dritte der ver⸗ 
langte Winkel iſt, den die gegebene Linie mit der Ebene macht. 
Die beiden letzten Winkel ſind alſo einer des andern Comple⸗ 2 
ment. Heißt folglich der Winkel zwifchen der gegebenen Linie 
und dem Perpendikel auf die Ebene, wie oben, V, und der Be 
ſuchte Winkel zwiſchen der Wee * Linie und der Ebene U, 
1 iſt 


7 


155. sin. U=cos. V. ; 
Nimmt man daher cos. V aus (144. 8. 55 Br fo) ift unmittelbar 


ıtvVv+r vuv v 
Zi + T ar, 
Beziehen ſich *, u, v auf die gegebene Linie, ſo Üben - 
1, u, / dem Perpendikel auf die gegebene Ebene zu. Wenn 
nun fuͤr dieſe | 
b SER er 


Se 5 m, n iſt, ſo muß 
a 


sin. Um 


u > 4 =-n, „En ſeyn & 5 u. 65 „ 


RR RR 


ee 


3 


1 e 


. N 420 2 * — 
er TEN 2) 


oder 2 g * 
„ = vo Be E 1 
va + we) FE TREE 5 
| at = h 
sin. ve ent 


V +) VERF ey 


welcher Ausdruck Bin Wut zwischen einer gegebenen an und 


einer gegebenen Wine gibt. 


n 17 5114 


Von der geraden einie im Raume, die f 


andern rn Linien 1 ſensrech gebe 


7 


* 
1 


So wie es allemal eine Ebene gibt, die mit zwei belebigen 
geraden Linien im Raume zugleich parallel iſt, fo gibt es auch 
allemal eine gerade Linie, die auf zwei andern geraden Linien zu⸗ 
gleich n ſteht. Denn man lege durch jede der beiden ge— 
gebenen Linien eine Ebene „ die mit der andern Linie parallel 
laͤuft, alſo durch die beiden Linien zwei Ebenen, die mit einander 
parallel ſind, darauf aber zwei andere Ebenen ebenfalls durch die 
gegebenen Linien, die auf jenen parallelen Ebenen ſenkrecht ſtehen, 
ſo geht nothwendig der a, diefer beiden letzten Ebenen 


ebenfalls durch die ü en Linien. Er ſteht aber auch auf 


den durch die . Linien gehenden parallelen Ebenen, folg⸗ 
lich auf den Linien ſelbſt ſenkrecht. Alſo iſt dieſer Durchschnitt 
eine gerade Linie, die auf den beiden gegebenen Linien im Raume 
zugleich ſenkrecht ſteht. 5 

»Man erhaͤlt die Gleichung dieſes gemeinſchaftlchen n 
dikels auf zwei geraden Linien im Raume, wenn man die Glei⸗ 
chungen der beiden Ebenen .. die, durch ai Linien gehend, 


> 


N DE 7 \ \ A 1 ers e „. 
a RN ·ô rh . 15 . N N 
a 4 * N . \ © N 1 1 I 1 . 
“ r N 5 1 


A 8 my e und b n ar, 


auf den beiden, ebenfalls durch die Linien gehend i ö ee 


Ebenen ſenkrecht ſtehen, denn der gemeinſchaftliche Pe pe dikel iſt, 
wie geſagt, der Durchſchnitt dieſer Ebenen. Bo 


I Die Gleichungen der beiden durch die Linien chen bar⸗ 825 


allelen Ebenen ſollen ſeyn 


1 


25 — 
’ 


ſo it send N et ( En weil die Ebenen 
parallel Ion, ſollen; alſo ſind ihre Ba 1 5 


2 4 e un 2. . Epe. 


Auf dieſen Ebenen ſollen lo nen ſenktecht ſtehen, die jest 


gleich durch die beiden ae geraden Linien im Raume 
gehen. 


Die Gleichung e einer Ebene, „ die auf der Ebene N 


nee, ſenkrecht ſteht und W durch die in der letzten 


„befindliche Linie | 
1 N, u y=Yy „X ZE N 


| geht, iſt 8 
i j m 905 
e +, 709 NE =0(157.) 
Eben . it die Gleichung der andern . die auf der mit 
2 den Spmy=e parallelen Ebene 2 es = + my c. ſenkrecht | 


pe 100 zugleich durch die in ihr bed Linie 1 Je 3 


4 e geht 


N. 


6 6 * e- 0 ar 


Dieſe beiden Gleichungen find alſo diejenigen der geſuchten 


Ebenen, deren Durchſchnitt das gemeinſchaftliche Perpendikel iſt. 


Di in diefen a vorkommenden Olößen K * m, n 


find die Coefſteienten der beiden mit den gegebenen einten en 5 
aun parallelen Ebenen 2 5 8 Eh I und 24 


7 
5 — 60 ö 7 
— Ce 


Sie werden is durch die Bedingung Seftimmi, daß die 


Ebenen mit beiden Linien zugleich parallel ſind. Es muß 
e G 


ie, =” \ t 11 
5 \ 


c n A 

1 e ume, ß 
ſeyn . | 
00 ſchaffe hieraus von der Größen 15 Br eine, 

z. B. *, und von den drei Größen u, A, „ ebenfalls eine, 
. B. x weg, welches vermittelſt der Gleichungen 1, 4, 2 —1 


und x, , „ = — U angeht, ſo iſt 
T 
1 1 yv—y 
. i 
a 
— und 
4 — A f 
1 15 
F RN aA ee ae 
n - i 
1 1 vv (, = u 


Setzt man diese Werthe von k, m, n und k, m, n. 


in die obigen Gleichungen der erſten perpendieulaͤren Ebene 


a = Rad BR ag 
ſo erhält man 
6 — DS DR: 9 —.— 9 


4 4 wi (e—e)) NUR er 
4e ven). 


PN 


E. na ait (u 0 mut 15 vor AR... 5% 
N 4; um 21: 95 * 25 e 

(e ) Bor Mur 5 v 9 + 0 fr * Na ae 
1 +& u) ALA ( 1 n 18 5 
17. U e +x L 1. 0 ad g 5 


a [u rule IHR) er 


ru mn el = iur (x te 5 


EN 


vB ea) + vu e L * 


Die Gleichung der ee Ebene ſindet man hieraus unmittel⸗ 


bar, wenn man 1, 4, 9, und 1, A, J und ee, 6, , d, 6, 8 


mit 27 6, 75 , e Fa werwechſet, er 


| ebe eee N 
V eva) o 


N 6-3 ) 1927 ( N 8 ＋(2—0) L (= 

. Gu -i ELN - e = > 

| 0 TC 10) tree Ele lee) 
re w)ltrIe bl =I is AO 


und der Durchſchnitt beider rn * das geſuchke bee. 
dikel. BR h 

Wenn man auf die beiden mit einander und mit den Linien 
parallelen Ebenen Perpendikel aus dem Punkt o zieht, ſo fallen 
dieſelben in einander, weil die Ebenen parallel ſind. Alſo iſt 
der Unterſchied der Lange der beiden Perpendikel die Entfernung 
der beiden Ebenen von einander. Dieſe Entfernung aber iſt die 
Ränge eines Perpendikels zwiſchen den beiden Ebenen, welches 
Perpendikel wiederum eben dem obigen auf die beiden Linien im 


Raume gemeinſchaftlichen Perpendikel gleich iſt; alſo iſt 


die Laͤnge dieſes gemeinſchaftlichen Perpendikels dem Unter⸗ 
ſchiede der Länge der Perpendikel aus dem e 0 95 die, 


beiden parallelen Ebenen gleich. ee a 1 


* Be wi 4 RE 6, 6,) N 
AL 1 51 za ratm TIE x 9. a 4, FMI 


40 5 alſo iſt die ge: des Perpendikels 5 die ande anal 
Ebene, weil für dieſelbe K, m und n 5 Wuthe haben 


1 


0 gi | 2 ea ir’ 
u re 5 l N % m? arg K* a we + 10 f 
men ift die Eee des gemeinſchaftlichen Beni, 
„ 5 N A f . 


1 . Em) 


Nun iſt e en (117. f. 55 5), alſo if 


a. 


| Ra) 
Setzt man hierin di Werthe von k, , n 4250, ſo kommt 
nn ee 
Be 
Hs FEW 1 55 | 
e 2 C 


£ 
We) — Ee e (uu =A 70 22 
FIC O- vu Berg Pe] 


weh die e des gemeinſchaftlichen Perpendikels i erh 
Schneiden ſich die beiden gegebenen Linien, ſo iſt die Länge 


4 


1 59. P 


des gemeinſchaftlichen Perpendikels o, alſo iſt in dieſem Falle 


160. (7% (8 5) ＋ A )av—u „) o, 


welches die e für das Schneiden zweier geraden Linien 
im Raume iſt, und wie gehörig nu (138. 9. 0 uͤberein⸗ 


ſtimmt. 


Liegt eine der beiden gegebenen Linien in einer Axe, 3. B. 


er der Are der x, fr m in ihren Sehe 


u ® 


x N \ f 115 1 
ee 4 \ N „ 4 a *. dry” 
IK 2 0 N u * 
0 7 74 
5 9 NER . i 
Br 


a u 0 11 ＋ N a, az +y=y, vx+2z= ie | 
* VE E, EY, eee 


6 So, y o und e = o, alſo 2 00, ao, vo, 


! 


Tem Falle 


5 N 


yu 2 o un 1 8 


(u) „ (I＋ A4 2) eee, 


* 


8 Die Länge des gemeinſchaftlichen Fa iſt 


ET iz ee) 
15 * 


n 0 ; 3 7 1 
* \ e — 7 
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67. 
a Border Ba der letzten Unterſuchung 1 PN wie nuͤtz⸗ 
lich eine voͤllig ſymmetriſche Bezeichnung der vorkommenden 
Größen iſt. Den Ausdrücken konnen mit der groͤßten Leichtig⸗ 
keit ihre verſchiedenen Formen blos durch das Fortruͤcken der 


162. 


ee gegeben werden, welches ohne das nicht wohl an- 


geht; 3. B. bei Monge nicht, in der Application de analyse 
à la géometrie, wo die naͤmliche Unterſuchung vorkommt. 


Will man ſonſt die andern Formen der Ausdruͤcke Wai Ki: 


muß man beinahe die Rechnung wiederholen. 


De Gang der Unterſuchung des gemeinfchaftlichen Pee 


folglich ſind die Gleichungen der Ebenen, deren Durchſchnitt Hr 
das gemeinſchaftliche Perpendikel (157. und 1 5 5 in die⸗ 5 


7 7 


dikels auf zwei gerade Linien im Raume weicht hier von dem 


jenigen bei Monge ab. Die hieſige Auflöfung iſt etwas a 
directer und einfacher. Lacroix braucht wieder die Differenz 


tial⸗Rechnung. Er findet aber nur die Länge des Perpen⸗ 
dikels, nicht ſeine Lage. 


68. 


Die gegenwaͤrtige Abhandlung ließe ſich I weiter forte | 


ſetzen. So iſt z. B. eine der intereſſanteſten hierher gehörigen 
| 


Aufgaben, die von der Verwandlung der Koordinaten in der Ebene 
und im Raume, wo auch Manches vielleicht noch kurzer und 
deutlicher vorgetragen werden kann. 

Um indeſſen den Umfang dieſer Bemerkungen nicht zu ſehr 
zu vergrößern, mögen fie hiermit geſchloſſen, und es mag, was 
noch zu ſagen übrig iſt, vielleicht in der Folge nachgeholt 
werden. t | 
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Sobel der Polygone und Dolpkber PR die 
Coordin aten der Ecken. 


3 N R ; 
ö En, a EN, 69. \ RR ET 


Ai: 3 fam vor einiger Zeit auf Formeln, welche den Inhalt der 
Polygone und der Polyeder durch die Coordinaten der Ecken auf 
eine intereſſante Weiſe ausdruͤcken. Seitdem fand ich zwar, daß 

Stainville in den melanges d'analyse algebrique eirde « 
geometrie, Paris chez onen 1815, die naͤmliche Fe 
fuͤr die Polygone und Monge im ı2ten Heft des Journal de 
Fecole polytechnique die Formel fuͤr Polyeder gegeben hat. 
Da indeſſen beide nicht ſehr bekannt ſind, und nicht allein die 

Entwickelung etwas Eigenthuͤmliches hat, ſondern auch die For⸗ 
meln in manchen andern Men nützlich ſeyn koͤnnen a AR theile 
ich fie hier mit. f | a 

=... ' 


N Dann en e, 
. ee | RR, 
Fig. 18. MX und MY follen die Axen rechtwinklicher 
Coordinaten und 9 | N Re 
| MA a, AA WW 
MB=b,BB=8 / 
N } MC re, CC=y 1 0 | \ 
En f MD d, DDS Kr f 
5 ME e, EEA 
| MF f, F FN 


5 % | Nr 97 * i 2 7 


die e ee Eosrdinäten der Ecken des Polygons ABCDER 
ſeyn. Die Ordinaten bilden mit den Seiten des Polygons und 
. B. mit der tre der x ſo viele Trapeze AA BR, BRC CO ꝛc. 
olygon Seiten hat. Nimmt man dard Inhalt der 

inter den obern Seiten des Polygons, von der Ecke 
A une iel der Axe der y am naͤchſten liegt, bis zu der Ecke D, 
welche am weiteſten davon entfernt iſt, zuſammen, und zieht 
avon die Summe des Inhalts der Trapeze unter den untern 
eiten, ebenfalls von der Ecke A bis zur Ecke D, ab, ſo erhaͤlt 
man u Inhalt des Polygons ABCDEF, Der Inhalt der 
verſchiedenen Trapeze kann aber ganz auf einerlei Art durch die 
Coordinaten ausgedrückt werden, namlich, wenn man zwei auf 
einander folgende Abſeiſſen von einander abzieht, und den Reſt 


* 


mit der halben Summe der Ordinaten multiplicirt, z. B. den 


Inhalt des Trapezes AB AB durch 2 (b ) (8 Ka). Für 
alle Trapeze unter den obern Seiten, vom Punkt A bis zum 
Punkt D, druͤckt dieſe Formel den Inhalt poſitiv, und uͤber D 
105 negativ aus, weil dort z. B. M D' von ME abzuziehen 


ſeyn würde, welches — E D., alſo den Inhalt des Trapezes 


EDE D- negativ 3 Wendet man daher die Formel fuͤr den 
Inhalt auf alle Trapeze gleichfoͤrmig an, fo hat man gerade 
was man braucht, naͤmlich den Inhalt der Trapeze unter den 


obern Seiten des Polygons poſitiv, und den Inhalt der Trapeze 5 


unter den untern Seiten 4 negativ. Folglich iſt die al⸗ 
gebraiſche Summe aller Trapeze ohne Unterſchied, der verlangte 
Inhalt des Polygons, der P heißen ſoll. Derſelbe iſt alſo 
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welches der Ausdruck des Inhalts des beben ABCDER 
durch die Coordinaten der Ecken iſt. N 
1 Das Geſetz dieſer. Formeln iſt leicht zu erkennen, un, folge 
lich die Aufſtellung der ſelben fuͤr ein Polygon von mehr oder 
weniger Seiten, ohne die Rechnung zu wiederholen, leicht. 95 
Die Formeln konnen zu mancherlei geometriſchen Berechnun 1 
angewendet werden. So z. B. pflegt man bekanntlich die 
ftände der verſchiedenen Punkte eines zu einer Ba 
‚Aufnahme gemeſſenen Dreiecks⸗ Netzes von zwei auf einander 
ſenkrechten „etwa mit dem Aequator und irgend einem Meridian 
parallelen Axen, auch ohne Abſicht auf den Flächen - „Inhalt, 
ſchon des genauen Aufzeichnens wegen, aus den gemeſſenen Win⸗ 
keln und den berechneten oder gemeſſ enen Dreiecks⸗ Seiten her⸗ 
zuleiten. Dieſe Abſtände ſind die hieſigen Eoordinaten,, und 
folglich, wenn man die obigen Formeln anwendet 15 zugleich d die 
Elemente zur Berechnung des Flächen = Inhalts des ganzen 
Dreiecks⸗ „Netzes. Führt man ſie in die obigen Formeln gehörig 
ein, ſo erhaͤlt man unmittelbar und br 9 05 u ‚Slägen- 


Inhalte. 


* . AS i 
Man kann de rn fuͤr den Inhalt noch um etwas 
abkürzen, wenn man eine Ecke des Polygons, z. B. A, in den 
Anfangs: Punkt der Coordinaten, und eine der beiden in dieſe 
Ecke zuſammenſtoßenden ren „ . B. AF, in eine der Axen, 
z. B. in die 12 der & legt. 4 6 un 


K aledann sud 15 dem obigen Beifpiel , un 9= o und 


82 1 Ausdrücke für D werden Kae , N 1 
10 2 eile La- Cen und 
ei 156 =; [Betr RN 
% 72. 
Wäre das Degen ein Dreieck, ſo waͤre der Jubalt nach 


der obigen Formel, wenn die Cosidinaten der drei Ecken a und 4 
b und en, e W 2 n 


eee 


e ee 5 c - + a ae N 
e geo f e 
Legt man die Ecke A in den Uniange- Punkt der Condinten 
fo find a. und ce o, und der en iſt A. 

ar 166. Fe g(e fi bo). 


Legt man auch 100 die Seite ac in die a der 2 hi ift u 
A und 


4 2 


ee, 


ai RR R W 8 | P er De * . 0 fr Pr 70 
das heißt, ; gleich dem Produkt der Haͤlfte des pepe der 
1 in A Höhe, wie gehörig. 
ve Bes 
Wäre d das Polygon ein Viereck, ſo waͤre der Inhalt nach 


der obigen Formel, wenn die Coordinaten der vier Ecken a d 4, 
b und num 9 und 5 d und d heißen, 1 5 


ba) 4%) 0 e 00 and 
eee eee 
wages beides giebt. a u 
167. F lb) Le 
Fig 19. Das bat der Inhalt des Vierecks ABCD iſt 
u 8. IAK. BD PD“. GA 


wenn AA" und DD” Parallelen mit MC’ find. Yu 
| G 2 
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* N ni .* 5 N * ara X 
” 2 * 5 . ” 2 55 1 n 
3 P ! 2 . 775 47 nu { 9 ö 
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ER 1 Fig. 20. Legt en e Seite AD in die A. e der K, und 
A in den Anfangs⸗ un der Coordinaten, ſo find sg 
| ae: und es iſt EN EN 
ps 169. r seg Hagen) 
das heißt, der Juhalt des Bierecks ift gleich — 

„are. 3(AC'.BB 773 


alſe gleich. dem Inhalte der Dreiecke ABC ni ® ob, woraus 
ferner folgt, daß die Dreiecke BK C und Dreieck B K C gleich 
groß find, denn da in der Summe der Dreiecke ABC und 
BCD, die den Inhalt des Vierecks ausmachen ſollen, das Dreieck 
B K C zweimal und das Dreieck BK C gar nicht vorkommt, ſo 
muß eins ſo groß ſeyn, als das andere. So verhält es fi 
Auch wirklich, denn weil BB’ und CC parallel ſind, ſo ſind die 
Dreiecke BCC und BCO gleich groß. Zieht man von jedem 
derſelben das nämliche Dreieck K CC ab, fo bleiben die Drei 
ecke BCK und BECK übrig, die alſo auch gleich groß ſind. a 

Von dieſer Att den Inhalt der Polygone durch die Coor⸗ 
dinaten ſeiner Ecken . „ iſt auch oben bei der Analyſe 
der Ebenen und geraden $ Linien im Raume ( 3. see 
Aonscht word. % A 


II. P b ede, 


f eine ganz ahnte Weiſe fer man den ee von 
. das heißt von Koͤrpern, die mit Ebenen umſchloſſen 
kind. So wie man die Fläche des Polygons durch Summirung 
von Trapezen erhielt, ſo erhalt man den Inhalt des Polyeders 
durch Summirung von Prismen, welche die Projectionen, der 
Flächen des Körpers auf eine der Coordinaten⸗ Ebenen zur Grund⸗ 
flaͤche haben, am entgegengeſetzten Ende ae mit Be getoft 

ſchraͤg abgeſchnitten find, 

| Projieirt man naͤmlich die zußeiſtn Kale des Polyeders, 
das heißt, diejenigen „ die zweien Coordinaten⸗ Ebenen entweder 
am nächſten legen, „ oder am weiteſten davon entfernt ſind, auf 


— 


* ir / 5 
4 97 ©, 3 „ 
„ e 10 — 

* — 


. ordinaten⸗ Ebene, e ein g b. Bergen 
gibt, weil keine andere, als gerade Linien vorkommen, fo werden 
ziel: verſchirdene Theile von der Oberflache des Polyeders, beide 
zugleich, e n bez liegen, „und zwar eine uͤber der 
andern. e machen die ganze Oberfläche des Kör⸗ 
pers aus. Alſo werden auch, wenn man die Perpendikel aus 
den Ecken des Korpers zieht, welche die Projectionen bilden, zwei 
verſchiedene Arten bon Prismen entſtehen, von welchen beiden die 
imme der Grundflächen der Projection gleich iſt, die oberen 
chrägen Seiten aber zuſammen die beiden vorhin erwähnten 
Dhele der Oberfläche des Polyéders ausmachen. Zieht man die 

ne der einen Art dieſer Prismen von der e der ane 
dern Art 5 ſo bleibt der 1 der e i 1 


0 & kommt alſo zunächſt Pi den körperlichen Inhalt ens 
a feine Grundfläche berßendienuär ihr, 0 oben e 5 
ſchnittenen Prisma , 

Fig. 21. Das einfachſte Prisma iſt das Valerie 
AB C ſey der Grundriß eines ſolchen Prisma, oder die Pro⸗ 
iection Nen auf feine: Grundflaͤche. Die Höhe des Prisma 
m kt A, oder die Länge der Kante AA, ſey = A, die 


* 


Grundfläche K. Man ie durch A eine Ebene A B C' mit 
der Grundflaͤche parallel, jo wird von derſelben der untere Theil 
des Prisma abgeſchnitten, deſſen Inhalt KA iſt. Es bleibt 
ein prismatiſcher Koͤrper übrig, deſſen Grundfläche K und deſſen 
Höhe an den drei Kanten o, B — A und CA iſt. B'“ ſey 
der höchite von den drei Punkten A’, B“ und C', Man lege 


eine Ebene durch die horizontale Gate AB. und durch den obern 


Punkt C' der Kante CC“, ſo ſchneidet dieſe Ebene eine Pyra⸗ 
mide ab, dere en Gamſlöche K und deren Höhe CO- A, 
deren Inhalt alſo 


rechtwinkelige Dreieck A BB“, welches von der wagerechten A., 
der obern Kante des em AB! und dem Theil B — A der 
Kante BB gebildet wird, zur Grundfläche, und das Perpendikel 


— 


Höhe im Punkt B, =B, im Punkt 0. = der Inhalt der 


K (G A) iſt. Der Reſt von dem * 
ſchraͤg abgeſchnittenen Prisma iſt noch eine Pyramide, die das 
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| - Dr 
c aus dem oberſten Punkt der Kante 4 CC“ auf die v orhin 
een rumble en Bee hats: e e 


Der Inhalt der Grundfläche dieſes pyramidalen Reſtes 
8 iſt, wenn die Seite e der ene 2 heißt, ee 


l Das Bern 0 =, alſo ie der barg. Wee 


. in es ONE 


1 a 


Nee # ur 3%) 


Mun ‚ib ber körperliche Juhelt des schräg oben 
Prisma der Summe des Inhalts der drei Koͤrper gleich, 
welche es zerſchnitten wurde, alſo ik 5 ee = 
+3(B—A)R = ee A ER 


171. TBL 
das heißt, der Inhalt eines ſchräg, abgeſchnittenen Prisma iſt 
gleich der Grundfläche, multiplicirt mit dem ritten, Theile d der 
Summe e auf die Grundfläche , Kanten. 9 85 


“ NI » ae m 4 
5 v 1 * 11 1 f 
4. 1 1 ei 


e e 

| un, nun die e der Punkte A b, 0 in 7 7 
Grundfläche, wie oben a und a, b und 8, c und y babe, b 
iſt dieſe Grundfläche, zufolge G65. 56.72), „ 


„n AI- LEON , | 


alſo ift der körperliche Inhalt des schräg e 5 
tigen Prisma ir 


, 72. abend. 85 
h . 745 0 1 1 
ne | 77. : N | 
* 22. Zunächſt auf das dreiſeitige Prisma A in be \ 
' Einheit das vierſeitige. ABCD ſey der Grundriß oder die 
Grundflaͤche eines ſolchen. Die Bezeichnung der Coordinaten 
ſoll wie oben ſeyn; die Laͤnge der Kanten AA, BB, CC, DD’ 

\ aber ſoll A, B, C, D heißen. Man theile die Grundfläche 
mittelſt der genen Linie BO in zwei Dreiecke, ABC und 
BC, fo wird das Prisma, wenn man uͤber BC eine ſenk⸗ 


| techte El Ebene erri . u. BR: Prismen BER 

Der Sahat een mis at e undenen Ausdruck 

ie 1 5 Wi: 5 5 6 [ 5 K In 1 

3 04 Ib) He a und 
0 3 (B * Ee +d in Ab in 


Die 3283 dieſer beiden Ausdrücke ift alſo der Jihelt 
100 raͤg abgeſchnittenen vierſeitigen Prisma. 
o kann man weitek verfahten, wenn die Prismen mehrere 


2 . zoder wenn die ie ae dan ee 


3. 
sth) pi 17175 
os 


ſchließen, mehrſeitige Figuren ſind e t giant dae van ni 
rinnen Orr en e ee ene eee on al 3 
78. & „hät * 114 2611 


3 * aum . chr in weitlälſige Rechnung zu verfallen, mag 
als Beiſpiel des Verfahrens nur die dreiſeitige Pytamide oder 
das Zetradder, als das einfachſte Polyeder, dienen. 
| Fig. 23. A, B, C und D_follen die Projectionen ſeiner 
vier Ecken auf, die Ebene der y er, it Coordinaten 
- Eiten ſollen fen. 55 e en 
; N ala, 106 7 
VF N 
MB, b, B, B g, BBB 

—B e 

MD, d, D, DDB. 10 
Hier kommen nun vier ſchraͤg abgeſchnittene Prismen vor, 
eines uͤber AB C, eines uͤber B „eines über CDA und 


eines uͤber DAB. 
Nach dem obigen Ausdrucke iſt 5 Inhalt des Prisma 


uͤber ABC Ds (A＋CBTC)Cba ag eg - by-ay— c) 
desjenigen über BCD—# (B+-C+HD)(be—dB-HB—by+dy—cd) 
desjenigen uͤber CDA— 3 (CHD+-A)(de—ad-+Hcd—dy-Hay—ca) 

desjenigen uber DAB S DTATBH)C(b- ag dba -da) 
| Zieht man von den drei letzten den erſten ab, ſo erhaͤlt man 
den Inhalt der Pyramide, welcher P heißen ſoll, wie folgt 
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| (ER s- O BDA) 
8 245 a 115 7165 85 


8 1 1 ＋ Ger) D — B08 W. 9 
174. Pe 8 eh A—C)+@— 88 h 
66 Hedi Ay (A 7 


Legt man den Sat Punkt der besen in he 
ER je 8 in die Ecke Ar je 5 55 1 05 und Ao, dann | 
4 nn 5 ee & h 
„1758, P. lea) Abe % C. Caye . ie) 
* Dieſen Aündichen Ausdruck findet unter andern Lag rang? 
in ſeiner Abhandlung uͤber die Pyramide (Memoires de Vaca+ 
demie de Berlin 1773 S. a 151 und 91), aber auf einem 
andern Wege. | 
> Ai Legt man. den Punkt A in den Anfangs⸗Punkt der Coor⸗ 
dinaten, A C in die Axe der x und B, in die Ebene ad xy, 
ſo a 5 * e, ya * und B= O ig iſt alsdann 1 88 
5 4 sah 3 a "P=3EcBD, nn 2 . 5 „ 5550 ee 


ee geh 1 0 Wag der wand, multiplct mit 
3 dee Höhe, wie gehörig. | | 9 
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5 ſchloſſenen Korper gewohnlich beim Tetrakder an. 
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Einige Bemerkungen uͤber Er cala. 
ee es ad Pyramide. b 
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Die Wiebe wie oder das Tetrasder if. der einfachſte 
von Ebenen umſchloſſene Koͤrper, ſo wie das Dreieck die ein⸗ 
fachſte geradlinige Figur in der Ebene iſt; denn mit weniger als f 
drei geraden Linien kann keine Figur in der Ebene, mit weni⸗ 
ger als vier Ebenen kein körperlicher Raum umſchloſſen; werden. 
Deshalb fangen die Unterſuchungen uber die von, an, um⸗ 
0 Vortreffliche Bemerkungen über das Tetraeder, „ in 1 —— 
es auf das ankommt, was nicht ſchon die Elementar- Geome⸗ 
trie enthält, haben bekanntlich ‚gehe Eule r, in den Memoi⸗ 
ren der Petersburger Academie, L Lagrange in den Memoiren 
der Berliner Academie von 1773, de Gua in den Pariſer 
Memoiren von 1783, Carnot in der Geometrie de position, 
Monge und Hachette in der Correspondance sur L'école 
polytechnique, neuerdings ein Ungenannter im erſten Bande 
der Annalen der Mathematik von Gergonne u. ſ. w. Vor 
allen iſt bekanntlich die Abhandlung von Lagrange in den 
Berliner Memoiren von 1773 eine, der Hand des großen 
Meiſters wuͤrdige Arbeit „ obgleich fie der Verfaſſer vielleicht 


mehr dazu beſtimmte, die Kraft der Analyſe zu zeigen, als 


Neues an ſeinem Gegenſtande zu finden, gleichſam als diente 
der Gegenſtand nur mehr zu einem zufälligen Stoff der ſcharf⸗ 
ſinnigſten Methode; denn in der That koͤnnen mehrere Reſul⸗ 
tate kurzer gefunden werden. Da nun aber die Saͤtze, ſelbſt 


| von dem einfachen Dreieck noch immer nicht erſchöpft 
ſeyn ſcheinen, fo groß auch ihre Zahl ſchon iſt, fo Penis. noch 
weit weniger die Saͤtze vom zuſammengeſetzteren Tetraẽder ge⸗ 
ſchloſſen. Wahrſcheinlich ruͤcken die Unterſuchungen uͤber daf⸗ 
felbe auch deshalb weniger schnell fort, weil der Gegenſtand um 
Vieles verwickelter iſt. 
b Wenigſtens zu e iſt alſo ein fortgeſetztes Be⸗ 
mühen um dieſen Gegenſtand, und wenn gleich die Ausbeute 
nicht groß ſeyn kann, wo ſolche Meiſter porgearheiket haben, fo. 
iſt es doch wenigſtens nüßlich, pon, Neuem an dieſen Gegen⸗ 
ſtand und an jene Arbeiten zu erinnern. | 


80. 
d f man gewöhnlich bei der Prem: unterſucht, ih | 
re der Winkel, 3 die umſchließenden Ebetlen 
mit einänder machen, durch die Winkel der Seiten oder die 
Seiten ſelbſt, und umgekehrt; der körperliche Inhalt der Pyramide / 
die Hälbmeſſer der durch die Ecken gehenden und der die Flaͤche 
innen berührenden Kugeln, der Schwerpunkt die Schnitte der 
Pyramiden mit beliebigen Ebenen, die Eigenſchaften der gegen⸗ 
über liegenden Seiten u. ſ. w. Ueber einige dieſer Gegenstände 
1 r Hi u. va re u dase en eine ‚dritte n 


Kart \ 7 2 


Nicht fuͤ die nd allein, REN fie Suren abel 

haupt, die von Ebenen umſchloſſen find, ſcheinen folgende Be⸗ 
nennungen paſſend, deren ich mich alſo bedienen werde. Dise 
Ebenen, welche einen Körper umſchließen, ſollen Ebenen des 
Körpers heißen; die Durchſchnitte je zweier dieſer Ebenen 
oder die Kanten, Seiten des Kor pers; die Winkel, welche 
dieſe Seiten mit einander machen, in den Ebenen der Seen, 
Seitenwinkel des Körpers; die Winkel, welche die 
Ebenen des Korpers mit einander machen, Ebenen Winkel 
des Körpers; ; die körperlichen Ecken, welche drei oder meh⸗ 
rere in einen hate ig Ebenen begrenzen, Ecken 


U 
’ 


8 Wr N 8 N — 


3 1 1 . 


des Abr perl ie: ee der Ecken, Scheitel vo 


3 pers. e ene n h ce ren 


05 So hat eine beter Pyramide oder ein Tetacder 
A Ebenen, 6 Seiten, 12 Seiten⸗ Winkel, 6 e | 
4 Ecken und 9 eee . 


N 


aer einer. 1. ee des Tetrakbers pa die 
drei übrigen Ebenen un d. die Ebenen⸗Winkel. 
. f N a 5 ih 
Sclanntich laben viele. Säge von ben Tetracder eine 
ene Aehnlichkeit mit, gleichartigen Saͤtzen vom Dreiecke. 
Einer von ſolchen Saͤtzen A der, welcher eine der Ebenen 
des Tetrakders aus den e, dleien und ben, Ebenen 


Winkeln gie e e 2 


So wie namlich das Quadrat der Site Ain ODniecks 
Su iſt der Summe der Quadrate der, beiden andern Seiten 
ch Abzug des doppelten Produkts derſelben, aut ” den 


e des Winkels, den ſie einſchließen: ſo iſt das Q Quadrat 


der Ebene eines Dada gleich der Summe der. Hrn 


n den läbten 1 multiplieirt, in dn € Cofnus des Bintus den 
10 „ er 74 
de einſchließen. | 


Dieſer Satz gilt fogar allgemeltt für Polyeder, wie ein 


ahnlicher Satz für Polygone. De. Gua findet ihn, glaube ich, 


nur fuͤr den Fall, daß die Winkel zwiſchen den drei Flaͤchen, 
welche die vierte geben, rechte ſind. Folgender Beweis, der dem 


Für Polygone ahnlich iſt, und den unter andern auch Carnot 


in der Geometrie, de position 9. 262., obgleich nicht ganz deut⸗ 
lich, mittheilt, iſt ſehr einfach. Ich erwaͤhne des Satzes und 
IB Beweiſes, weil Letzterer nicht ſehr bekannt if. 

Jede der vier Ebenen eines Tetracders iſt naͤmlich ſo groß, 
als die Summe der Projectionen der drei Übrigen auf fie. Die 


Projection einer Ebene auf eine andere aber findet man, wenn 


man ſie mit dem Coſinus des Winkels multiplicirt, den die bei⸗ 
den Ebenen einſchließen, wovon oben bei der Anaſyſe der Ebenen 


— 105 «„ Vdh 
6. 33. und 550 un Bomb ſteht. babe eig . n. 


Ebenen eines Tetrakders a, b, e, d, und werden die ſechs N 


kel, die fie mit einander machn, arg (ab); 00% aa | 


ba) und (e er bezeichnet, fo if, E ee 
daeos. (ad) f. beos. (b d g 785 e 
2 b cos. (ba) +ccos. (e a) ꝙ d cos d a) Bu 

RR be ccos. (eb) Adeos. (db) Q a cos. a 1 Eee 


* ed eos (de) Tacos. (ac) +bcos. CHR 3 Kr 8 2 


Man multiplicire die erſte dieſer vier Gleichungen mit d, 
die zweite mit a die dritte mit b, die vierte mit e, ſo wen 


N . cos. (ach b d cos, (b d)-+ ede cos (e d) 1 | 
2 ba cos. (b a) ea eos. (ea) +da cos. (da) 5 
b cb cos. (e b) ab cos. (d b) Tab cos. (a bk) 


5 0 eee Re cos: (ac) + cos. (he). 


Nun ziehe man die Pe der drei baun Gleichungen 
son. der erſten ab, jo kommt 5 55 Eon en 


ie u Aal 


ie — —zab cos. . — 23€ 0 be abe cos. (be) 
i ah oder x 2 233 176 


176. d Tb CCG ab don Cab) cos. ‚(af 
5 abe cos. (be), 5 e Te 
wücheg heißt: das Quadrat * Ebene d da „ Settasder iſt 
gleich der Summe der Quadrate der drei andern Ebenen a, b 


und c nach Abzug der doppelten Produkte je zweier ra i 


multiplicirt in den Coſinus des Winkels, den ſie einſchließen. 
Gleiches gilt von Polyedern und wird auch auf dieselbe 
Weiſe bewieſen. Das Quadrat einer Seite eines beliebigen 
Polyeéders iſt gleich der Summe der Quadrate der ubrigen Sei⸗ 
ten nach Abzug der doppelten Produkte je zweier Seiten, mul⸗ 
tiplieirt in den Coſinus des Winkels, den ſie einſchließen. 1 70 
In der Correspondance aur 1 Pecole polytechnique, 


tom. I. S. 415 ſteht ein Beweis des Satzes fuͤr das Tetraeder, 


der weitläuftiger iſt. Schließen die drei Ebenen des T Tetraẽders 
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dreier Flachen eines Tetraeders, wenn fie mit einander rechte 
Winkel machen, dem Quadrat der vierten Flaͤche gleich iſt. 


Fuͤr dieſen beſondern Fall iſt der obige Beweis noch kuͤrzer. 
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* Was > ee Kreis fuͤr 995 Dreieck it 5 1 080 
umſchriebene Kugel für die Pyramide. In ihrer Oberfläche liegen 
alle vier Scheitel der Pyramide zugleich, ſo wie in dem unı= 
ſchriebenen Kreiſe die drei Scheitel des Dreiecks, und ſo wie es 
um jedes Dreieck einen Kreis giebt, weil drei Punkte einen Kreis 
beftimmen y jo giebt es um jede Pyramide eine Kugel, weil, vier 
Punkte eine Kugelflaͤche beſtimmen. 

W Den Halbmeſſer dieſer umſchriebenen Kugel und dann dar⸗ 
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aus weiter die Lage des ee der Bud kann man auf 


verfgiedene Weiſe dude. N 
ee a et 
u Man ae; 3 den i A Ausdruck 
des Inhalts der Pyramide durch die Seiten „ auf die vier gleich⸗ 
| ſchenkligen Pyramiden anwenden, in die ſich die gegebene Pyramide 
zertheilen laßt, und deren Grundflaͤchen die vier Ebenen verfelen 
find, deren Scheitel aber alle vier in dem Mittelpunkt der um⸗ 
ſchriebenen Kugel liegen Addirt man dieſe Ausdruͤcke fuͤr dieſe 
vier gleichſchenkligen Pyramiden 1 in welchen der Halbmeſſer der 
umſchriebenen Kugel, oder der gleiche Schenkel die unbekannte 
Groͤße iſt, ſo iſt die Summe dem Inhalt der ganzen Pyramide 
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gleich, welcher bekannt iſt. Man kann alſo aus der Gleichung, 


die dieſer Ausdruck dal, den Halbmeſſer der umſchriebenen Kugel 


sh, So verfaͤhrt Endo in ſeiner Abhandlune | 
Verhältniß zwiſchen den Entfernungen von funf unkten im 
Raume. Es waͤre aber zu wuͤnſchen, daß daſelbſt die zu der 
Auflöſung nöthige Rechnung näher angegeben wäre, denn ohne 
beſondere Kunſtgriffe iſt ſie beſchwerlich, und 8 Pe . 
1 auf ro wer | } 
42 Sr. (ner e 8 ; 85. 1 15 118 3 

Ein anderes Mittel, Nin Wadde der umſchrebenen Kuga 
zu finden, ift die Nechnung mit- Coordinaten. Legt man naͤm⸗ 
lich den Anfangs-Punkt der Coordinaten in den einen Scheitel 
der Pyramide, ſo daß die Coordinaten dieſes erſten Scheitels © 
ſind, die eine Seite der Pyramide aber, deren Länge a heißen 
ſoll, in die Axe der x, fo daß die Coordinaten des zweiten 
Scheitels b, o und o ſind, heißen ferner die Coordinaten des 
dritten Scheitels, der in der Grundfläche der xy liegt, b und g, 
und die Coordinaten des vierten Schnittes e, und C, die 
Cootdinaten des Mittelpunkts der umſchriebenen Kugel aber 
„ und der et der ee 175 3 er 80 9 zu 
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Was p, „ 1 und R können den werden. geht man 
nämlich die Gleichungen der U bach von der eiſten ab, ſo 
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aus der erſten dieſer drei eiche folgt 
pda, welches, in die zweite geſecht, 


11 1 
L* 1 


* we 


+ 1 


nv 


15 . * BB 5 Ar 700 
e ba Er ode 42 f 
ar en 12 Nh 4 7474 


giebt. Dieſes 


\ Wen „N u oh 21 


te- a hör er tercue, alſ 


* * 1 
RIND 224 381% 122 N 451 


e @+r to Sr ke Babyy 
„ ne eee e CUT e e dee 


. Die Coordinaten des wunderte der umfriheem l e 


6 alſo 


ir ent en 


55 | 
1 a 0 M be 9’ 
} e eee RR pe 
1 Af? 2 ß3 
in ee g 1 ed. ge — — 222 
1 * ul * 4 a g e 2 C ‘ 5 
u. a; ul ph: £ f * « 4 } 9 . 


ie mr 2775 finet h nunmepe der Bebe 


der Kugel. ee 25 2 
a man aber die Eoordinaten und den Halbmeffer durch 


die Seiten der Pyramide ausgedruͤckt, nicht, wie hier, durch die 
Coordinaten der Scheitel, ſo iſt noch der Ausdruck der erſten 


durch die letzten noͤthig, welcher noch en und ziemlich ler 
i ar Rechnungen erfordert. in I 1 M 


Auf dieſe zweite Methode den Holbmeſſer z zu ſinden, kommt 
das Verfahren von Lagrange in der oben erwahnten Abhand⸗ 


lung hinaus. Daſelbſt werden allgemein die Entfernungen eines 
gegebenen Punkts im Raume von den vier Scheiteln der Pyra⸗ 


| 2d ha welches den Halbmeſſer der 5 Kugel 
dieſe Entfernungen gleich groß ſetzt. 
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Ein drittes Mittel, den Halbmeſſer der Kugel zu finden, 
ware, wenn man die Gleichungen der auf die vier dreieckigen 
Seiten-Ebenen der Pyramide ſenkrecht ſtehenden und durch die 
Mittelpunkte der um dieſe Dreiecke beſchriebenen Kreiſe gehenden 
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geraden Linien und idaraud die Coordinaten des Durck 
Punkts dieſer Linien und die Entfernungen des Durd tts⸗ 
Punkts von den Scheiteln der Pyramide ſucht n 
ſatrachen Linien ſchneiden fi, wie ſich We e PH 
wird, alle in einem Punkte, welcher der Mittelpunkt der um⸗ 
ſchriebenen Kugel iſt. Doch iſt auch auf dieſem Wege der Aus⸗ 
druck der Coordinaten der Scheitel durch die Seiten noͤthig, 
wenn man den Halbmeſſer der Kugel, wie gewöhnuch, durch die 
Hung, weflangt. PPP 15 
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Ein viertes Mittel, welches den Halbmeſſer unmittelbar 
durch die Seiten der Pyramide giebt, iſt Folgendes: J 

Fig. 243. ABCD ſey die gegebene Pyramide, deren 
6 Seiten A Da, CD b, BD=c, BC=d, BA De, 
A Cf ſind. Die Winkel gischer gi Ebenen der Pyramide, 
welche in den Seiten a, b, e, d, e, f zuſammenſtoßen, follen 
N BY, D, EY F Heil fo daß z. B. der Winkel, den die 
Ebenen? SUB und ADC mit einander machen, A da 1 
= en dar 

Mun 1 10 PMM’N' eine Ebene, die auf An. beiden FIR 
ee und CDB zugleich ſenkrecht ſteht, nämlich eine Ebene, 
die durch die beiden, auf der genannten Ebene ſenkrechten geraden 
Linien MM und N'M geht. Dieſe Ebene wird auch auf dem 
Durchſchnitt D der beiden Ebenen ſenkrecht ſtehen, und ihre G⸗ 
ſtalt wird (Fig. 25.7 MMNP ſeyn. Da in dem Vierecke 
MNP M bei M' und N'vrechte Winkel find, fo liegen die vier 
Ecken deſſelben in einem Kreiſe, aber weil M und N“ rechte 
Winkel ſind, liegen auch die drei Punkte M., N’, P, fo wie die 
andern drei M', M, P, in Halbkreiſen. Foal iſt M P d 
Kreiſes Sakkhineffer, Der Durchmeſſer des um das Dreieck 
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MNP wee Kreiſes ie aber, wie 1 = = Dr 
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Dieſer Ausdruck fuͤr M p gilt allgemein fuͤr zwei beliebige 
* die Ebene ABD und ABC ſenkrecht ſtehende und ſich ſchnei⸗ 


| dent, gerade Linien M M' und MN 
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Fig. 24. Nun liegt der Mittelpunkt der Kugelſläche, „ die 
8 die vier Scheitel der Pyramide geht, in dem Durchſchnitte 
der vier auf ihren Ebenen ſenkrecht ſtehenden und durch die Mit⸗ 
telpunkte der um dieſelben beſchriebenen Kreiſe gehenden geraden 
Linien. Denn da z. B. der Mittelpunkt M des Kreiſes um 
die Grundflaͤche BCD von den drei Scheiteln 8, C und D 


gleich weit entfernt iſt, ſo kann der Mittelpunkt der umſchrie⸗ 


* 


benen Kugel nur in einem Perpendikel auf BED liegen, welches 
durch M geht; denn jeder Punkt dieſes Perpendikels iſt gleich 
weit von B, C und D entfernt. Eben ſo kann der Mittelpunkt 
der shafcheiebinen Kugel nur in einen, Perpendikel auf die Ebene 
ACV ligen, welches durch den Mittelpunkt N’ des um fie be⸗ 
ſchriebenen Kreiſes geht. Denn wiederum nur von jedem Punkt 
dieſes Perpendikels ſind die drei Ecken K, C und B gleich weit 
entfernt. Folglich muͤſſen jene beiden Perpendikel, und uͤberhaupt 
die Perpendikel durch die Mittelpunkte der Seiten-Ebenen der 
Pyramide, ſich in einem Punkt ſchneiden, und Ban in dem Mit⸗ 
telpunkte der umſchriebenen Kugel. . 

Laßt man alſo, wie vorhin, M und N. die Mittelpunkte 
der um die Seiten⸗Ebenen der Pyramiden BDC und BAC 
beſchriebenen Kreiſe ſeyn, ſo gibt der obige Ausdruck fuͤr M'p die 
senkrechte Entfernung des Mittelpunkts der umſchriebenen Kugel 
von der Seite d. Daraus aber folgt unmittelbar der Ausdruck 
fuͤr den Halbmeſſer der Kugel, MB = M C M DSM A, 
denn da M. PB ein rechter Winkel iſt, jo iſt 


180 MB MPT PB. 


Es kommt jetzt nur darauf an, die in der Gleichung fuͤr 
MP (179. ) vorkommenden Linien in der Seite der Pyramide 
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find. MP und N p die enkel Abſtaͤnde der Ditelpuntte 
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welches der geſuchte Auedend für den Salbmeffe der umſchrie⸗ 
En Kugel iſt. 

Die ung des Zaͤhlers in Factoren, welche zu ver⸗ 
Muhen war, „weil ſie bei dem Dreieck Statt findet, und die 
Pyramide ſo viel Analogie mit dem Dreieck hat, habe ich ſonſt 
nirgend gefunden. Auch in den Lehrbuͤchern, z. B. bei Legendre, 
iſt der Zaͤhler gewöhnlich nicht zerlegt. 

Ign dieſer Geſtalt iſt der Ausdruck des Halbmeſſers ſehr 
merkwuͤrdig. Der Zaͤhler iſt, wie man leicht bemerken wird, auf 
dieſelbe Weiſe aus Factoren zuſammengeſetzt, wie der bekannte 
Ausdruck des Inhalts eines Dreiecks durch die drei Seiten. 


* . . * a -. * a pf . . 
bfsın, & sin. & dꝰ sin. e sin. A 750 sin. e sin. Are sin. & sin. d 
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Der Zähler von R. wuͤrde alſo gleich dem denen Ya 
eines Dreiecks ſeyn, deſſen Seiten a d, be und eff d. Die 
| Größen a und d, b und e, e und f aber ſind 13 seiten. der 
Pyramide, die ae gegenuͤberſtehen, oder nicht zuſammen⸗ 
| ſtoßen. Der Ausdruck für R enthält alſo den ſonderbaren Satz, 
daß der ſechsfache Inhalt der Pyramide, „ multiplicirt mit dem 
Halbmeſſer der umſchriebenen Kugel, dem Inhalt eines Dreiecks 
gleich iſt, deſſen Seiten die Zahlenwerthe der Producte der drei 


Paare gegenuͤberſtehender, oder nicht zufammenftoßender,, J Seiten 
der ee haben. 
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Kugel, ink, die Seiten der pyramide 
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Die Perpendikel aus dem Mittelpunkt dieser wa auf die 
Seiten der Pyramide find gleich lang, denn fie ſind Halbmeſſer 
einer Kugel. Zieht man alſo aus dem Mittelpunkt der Kugel 
Perpendikel auf die Seiten-Ebenen der Pyramide, ſo ſind 
auch die Punkte, worin dieſe Ebenen von din Perpendikeln 
geſchnitten werden, von den Punkten, in welchen die Kugel die 
Seiten der ER berührt, gleich weit entfernt. (Fig. 24.) 
Denn wenn z. B. N. der Mittelpunkt der Kugel iſt, und M, 
M', MR. die Perpendikel aus demſelben auf die drei Seiten 

BC, CD und D ſind, ‚fo find M. P, M und N NAR 
drei rechtwinklige Dreiecke „ in welchen eine Seite MM’ allen 
gemein iſt, die Hypotenuſen MP, M Q, MR aber gleich lang 
ſind, alſo ſind dieſe Dreiecke congruent, folglich iſt in de Grund⸗ 
flähe MP —=MQ=MR. Daraus folgt, daß M der Mittel⸗ 
punkt des in der. Grundfläche, BC beſchriebenen Kreiſes iſt, 
denn es gibt nur einen Punkt, der von den drei Seiten gleich 
weit entfernt iſt. Folglich liegt der Mittelpunkt der Kugel in 
den geraden Linien, die durch die Mittelpunkte der, in den drei⸗ 
eckigen Seiten-Flaͤchen beſchriebenen, Kreiſe gehen, und auf. Die 
vier Seiten « Ebenen der Pyramide ſenkrecht find, 
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Es giebt für je ne eine umſchriebene Kugel oder eine 


Kugel- Fläche, die durch die vier Ecken geht; denn zufolge des 
vorigen Abſatz es liegt der Mittelpunkt der umſchriebenen Kugel 


in den rpendikeln auf die Seiten⸗Ebenen der Pyramide „die 


urd die Mercur der, um dieſe dreiſeitigen Ebenen beſchrie⸗ 
benen, Kreiſe gehen. Dieſe Perpendikel ſchneiden ſich aber noth⸗ 
wendig i in einem und demſelben Punkte, weil die Perpendikel aus 


den Mittelpunkten der umſchriebenen Kreiſe der Seiten-Flaͤchen 


den Durchſchnitt je zwei ſolcher Flächen, z. B. die Perpendikel 


M und N' den Durchſchnitt d'allemal in einem und dem- 


f 1051 bekannt, 


ſelben Punkte treffen, fo daß auch die Perpendikel MM' und 
M' N. die in der nämlichen Ebene MP N M' liegen, nothwendig. 
ſich begegnen muͤſſen. Alſo giebt es fuͤr jede beliebige Pyramide 
einen Mittelpunkt der umſchriebenen Kugel und 1 eine ſolche 
Kugel ſelbſt. 

Nicht ſo verhaͤlt es ſich fir die Kugel, welche die Seiten 
der Pyramide beruͤhrt, und nicht fuͤr jede Pyramide giebt es eine 
ſoſche Kugel, ſondern die Seiten muͤſſen unter einander, wenn es 
eine Kugel geben fell, gewiſſe Verhaͤltniſſe haben. 


Die Kugel beruͤhrt naͤmlich die Seiten mit den, in die 


Flachen eingeſchriebenen, Kreiſen in einerlei Punkte, z. B. in 
P/ ne: und R für die Baſis BED, wenn M der Mittelpunkt 
des in e eingeſchriebenen Kreises iſt. Deshalb iſt aber, 

3 PC=RC und RD=OD, alſo ift 


3. B wenn PB=x heißt, Rahe 
| HE a, woraus reist 
ie bch. | 1 
In dem 0 lichen Punkte P muß aber nothwendig auch 


der in die Seiten ⸗Flaͤche ACB beſchriebene Kreis die Seite d 
berühren, „ wenn die Kugel möglich ſeyn ſoll. Alſo muß auch 
4 q) und folglich | 
e a oder 
c+f=e+b ſeyn. 
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Fuͤr die andern a iſt 5 * Bi ee 
Aſſo muß 
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ſeyn. Die Größen a und d, c und f, e und b find die gegen⸗ 5 


überſtehenden, nicht n Seiten der Pyramide, 


alſo muͤſſen je zwei nicht zuſammenſtoßende Seiten der Pyra⸗ 


mide zuſammen gleich lang ſeyn, wenn eine Kugel müzſch ſeyn 


ſoll, welche die Seiten der Pyramide beruͤhrt. A 
„ 
90. 
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1 Satz iſt merkwuͤrdig wegen ſeiner Aehnlichkeit mit 


dem bekannten Satz bei Figuren in der Ebene von einer geraden 


Zahl Seiten, wenn ſie um einen Kreis liegen, daß nämlich die 
Summe der einen Haͤlfte der Seiten abwechſelnd genommen, 


der Summe der andern Haͤlfte gleich iſt. Die ſechs Seiten 
der Pyramide umgeben hier eine Kugel, wie ein Netz; die Kugel 


ragt durch die Seiten-Flaͤchen hervor. Sie bilden alſo eine 
Figur, die um eine Kugel liegt, wie die Figuren in der Ebene, . 
die um Kreiſe liegen. In der That bilden die ſechs Seiten der 


Pyramide ein Viereck mit ſeinen beiden Diagonalen, welches 
nicht in einer, ſondern in vier Ebenen liegt, die in den Dia⸗ 
gonalen zuſammen ſtoßen. Denn es ſey (Fig. 26.) ABCD 


die Projection einer Pyramide auf die Ebene des Papiers, fo 


find AB, BC, CD, DA die vier Seiten des Vierecks, die 


ihre entweder aß in den beten when aa und ACD 
oder in den beiden untern Ebenen ABD und CB liegend be⸗ 
trachten kann. Die beiden erſten ſtoßen in der Diagonale A C, 


die beiden andern in der Diagonale BD zuſammen. Die Dia⸗ 
gonalen ſtehen hier einander gegenuber, wie die Seiten. Der 


obige Satz iſt alſo nichts anders, als der Satz von Vierecken 
in einer Ebene um einen Kreis, deſſen je zwei gegenüberliegende 
Seiten zuſammen gleich lang find, auf das Viereck in vier Ebe⸗ 
nen um eine Kugel ausgedehnt. Ruß felbſt der Ben if für 


deide an ganz ahnlich. . 


1 4 6 Me 
i . } | x 


* 121 — 
m . Ni, dg 6 et. n e 


Den e der Kugel kann man auf e Wege 
ſinden, wie oben den Halbmeſſer der his. 1 
Es war nämlich dort allgemein 


N ME.. NI aM. N’ Pcos.D 
Fig. 34. N. T* (179. 


sin. * 
Died M' L if hier der Halbmeſſer der Kugel ba In dem 
Ausdrucke deſſelben find? MP uud N'P die Halbmeſſer der in 
die Seiten = Ebenen BCD und BCA beſchriebenen Kreiſe. Dieſe 
ſind gleich dem Flächen⸗Inhalte der Seiten- Ebenen, dividirt 
> den halben Umfang. Alſo, da der Inhalt der Flaͤche BCD 
Ze d sin. s und derjenige der d laͤche ABC ed ein. A 1 ſo iſt 


cd sin. — ed sin. A . 
de und e 5% 
3 be bed de e+f 


cos. — cos. A cos. s 
*. 7 


Nun * anne . (182.), alſo m 
hier von dem Zähler des Ausdrucks für M' Ps das dritte Glied 
2 ee (cos. — cos. A cos. 2 

—  bH+e+ddrers ' 
St man Sen die Werthe von cos. 4, cos. A und cos. % 
naͤmlich 


| 2M P N Pocos. D ti 


| et c® a e+d—f 
cos. R cos. A . 2 e d 23 * 
{ * ＋ d. b⸗ : 1 
| ‚cos. e 1 
6% Kommt | 
u 5 * Er 5 @ Ic e⸗ e+d’—f: fe’ e-d:—b: 
aMP.N’ Pcos ee sat EN ) 
ji | NT 
oder | 


lee ) —(e+d’—f?). ga be) 
aMP. NP cos.D=— e TGT Th 


* gu I 9 w 17 * N ER . 
— 1 1 1 * *. 1 ö * W 0 . „ 5 


U Farmer it der Inpalt he ret BCD und Ach 1 
. 4 bekannten e fü, den Pr eines Dr an 
drei Seiten SR 0 70 10 
‚gedsin. ==} r bee ie 0 ehe 1 
und ri BR 
Le dsin.A= * 17144 N 4 — (d — Er 0 + an 
edsinse ed sin. Ni. 
bed ade TN 
eee eee eig 
DE a 
dt De Oe. 
ie 


05 Weil al e wat, 0 iſt 


18 ig M 


N P= 
URN ee 

Da nun M' P. PEENE ni ae NP.N’Pcos.D war, und 

MP der Halbmeſſer der Kugel ift „ der R heißen ſoll, fo daß 
Re sin. e ba MP. ese D 

ſo 0 (a. 655 5 


. ee eee b) 


e 
Türe e De 
5 e 
PP 
: 6 1 
oder 
188. 4 R sin. V 1 1 
ebe cb td le+i—däte+N 
++ d= T Dec e 
Ad EC (e +4: f (e ＋d.—b⸗) 
Ä un war a-&d=c+f=e+tb (187.), welches namlich 
bie Bedingung der Möglichkeit. der Kugel iſt. Alſo iſt 
| ” ER hs, e e. 8 


123 
en man digen in 1 vorige 1 ſo iſt 
11 eee eee | | 
bed) (ben (c+d—b) (d4b—c+26) 
2 (d+c—b)(d+b—e) (ee—d4-b—e) (bed) 
erbetene. -I)+2(e d. —(e+b-)(C+d- b?) 
0 were eee ee (bed ae) 
. eee 
15 . zeb-Caee C abe) (& db) 
1 T dee leer | 
A Ale he raelbte—dtbterd)] 
A dA bd. 4d. I gd?eb— 3d3e — 8d3b Tacke + 2d4 
8 . 2 dzb —2bꝛez— 2b 4 ＋ 2b — 2c 4-2 α + acbb. geb . 
f 4 deb + abe +40 r 405 b A 951 be > 


3 


E ab'e aue 0 
—2(d2—b?—e? Hope a Fach tie] ei | 
— gend Ed, fab! — 204 LAd⸗eb- ge 8dib gc- eb-Fabie 
+ wet ste ab ec. cab ad2be—gb3c eder 

g 2 N. ein. D- (be- d (def 008 
| —b*d’-eid?-dt-+2d’eb+-2d’ec- b bees. b?d?-2b3e-2b*ec 
— mise + ＋ cd: 2.0 eb, — Ice + 2bic— 2b — zd*bc 
. Ab ec * 4c eb 1 | 

Cu. 20:05. Säbel zd’eb Lade gdb-—ac- 9 bebe 
; ＋ 20e Lader aher: acht2d'be-gbie 
=— d’(2b?--2d?-4eb +-4ec—2c”—4db—ged) 

ad-: d- | —e+2eb+2ec—2ed—nbd) eder 

. n. D. Fe (def )) 

— d-Gb- d ·— Et aeb-+aer—zeeaed—ahl) 


9 


ad? ee ; Sa w * E 
! d- Ib e-d) ee eee 
e (bed) (ae+b—d—c), ° 
und weil freie war, alſo ! 
1 e+f—d=ze+b—c—d if, 
R'2sin. D’(b+ d) Br 1 5 — Bora 
Alſo iſt 
d’ en | 2 
"sin. De (b+c+d)- (+e+f) 
Der Inhalt des Dreiecks A BC heiße A, der Inhalt des 


Dreiecks D CB, A, fo iſt das Perpendikel AL, von A, auf d 
gleich Ru. Inhalte des Dreiecks A BC, dividirt durch z 2 45 alſo 


1 8 Nun iſt die Höhe der Pyramide AA AL. sin. v, 


D 4 
alſo iſt die Hoͤhe AA N Ihre Grundfläche aber i 
DGB A, alſo iſt ihr Inhalt 


RN oAsin.D 2AA sin. D 
et, ee, 


1839. R 7 


e . 
Daraus folgt 
a NN 2 | | 
sin. D? n 
Nun iſt nach der Formel für den Inpaft eines duet 5 
aus ſeinen drei Seiten Me 
a bed e chtb -e 1 
* date D Dat DH) 
alſo iſt f Ken 
d D N. 
sin. B. 


bee d) b- lea. Wade LNA. ee 


2 


St man dieſes in den ia Ausdruck fuͤr R?, fo Fon 


mi ee ge Ab- CL e b 
7 ee e IP N 


91 nun eh alſo d+e—f=c—b+ä und 
ae fab e, ſo iſt 


1 440 ＋e - d) (e+f— Deren, 


* — 576 P 
RE Eee eee 
24 F 


oder weil 1 alſo 
e e ae Ne und bd esa 


8 0 . b— % A Ee 
190. R nn —— 
4 

Diüieſes ift der Ausdruck für den Halbmeſſer der Kung, die 
die Seiten wa 


1 14 22 A; N 


— 
— 


fiat | 92. 

Die Giöße arb f iſt die 1 Entfernung, dei 
Punkte, in welchen die Kugel die Seiten a und b beruͤhrt, von 
dem Scheitel D; denn die Kugel beruͤhrt, wie oben bemerkt, die 
Seiten mit den, in die Seiten⸗Flaͤchen eingeſchriebenen, Kreiſen 
in den nämlichen Punkten. Eben fo iſt b 4e die doppelte 
Entfernung der Punkte, in welchen die Kugel die Seiten b und d 
beruͤhrt, von dem Scheitel C, e Tea die doppelte Entfer⸗ 
nung, in welchen die Kugel die Seite e und e beruͤhrt, von 
dem Scheitel B und e f— d die doppelte Entfernung der 
Punkte, in welchen die Kugel die Seite e und k beruͤhrt, von 
dem Scheitel A. Der obigen Formel zufolge iſt alſo der Halb⸗ 
meſſer der, die Seiten beruͤhrenden, Kugel gleich zwei Drittheilen 
der Produkte der Entfernungen der Beruͤhrungs- Punkte von 
den vier Scheiteln, irt durch den Förperlichen Inhalt der 
Pyramide, % 


Rn 
[4 


ER Ah 


oder | 


* . 8 9 

’ ) N 1 2 | . . * 5 { * 5 | 

N 5 N N 
162 4 Bus 5 = 8 HR W en af oh e ee 


1 Da die e der AR von 
Scheiteln in zwei verſchiedenen Richtungen genommen werde 
oͤnnen, ſo folgt, daß das Product derſelben in beiden Richtun 
gleich groß ſey. Dieſes iſt eine Eigenſchaft der Pyramide, 25 
mit derjenigen des Dreiecks in Ruͤckſicht auf Linien, welche 
durch ſeine Scheitel gezogen, in einem und demſelben Punkt lich 


begegnen, Aehnlichkeit hat !). a A 


R 2000 er 
Der obige Ausdruck für den Halbmeſſer der die Seiten bee 
ruͤhrenden Kugel, welchen ich ſonſt nirgends angetroffen habe, [6 
wie mir uͤberhaupt ſonſt keine Unterſuchung uͤber die Kugel, 
welche die Seite der Pyramide berührt, bekannt geworden, iſt 
wegen ſeiner Einfachheit und beſonders auch deswegen merkwuͤr⸗ 
dig, daß er rational iſt oder keine Wurzel⸗ Größe enthaͤlt, wie 
es bei den Ausdruͤcken der Halbmeſſer der in der umſchrie⸗ 
benen Kugel und ſelbſt der in und um Dreiecken beſchrie⸗ 
benen Kreiſe der Fall iſt. Es folgt daraus, daß es nur eine 
einzige Kugel giebt „ welche die Seiten der Promille beruͤhrt, 
wenn dieſe ſonſt die Bedingung erfuͤllen, daß die Summe der 
gegenuͤberſtehenden Seiten 2 gleich groß iſt. 5 1. 


ö 95. ö 


Man kann auch 90 Satz de- He b A 
anders finden. Es iſt nämlich, klar, daß die Punkte, in welchen 
je drei in einen Punkt zuſammenſtoßende Seiten der Pyramiden 

von der Kugel⸗Flaͤche berührt werden, gleich weit von dem 
Scheitel entfernt ſeyn muͤſſen, weil die Seiten = Ebenen der 
Pyramide, die zwiſchen jenen drei Seiten liegen, die Kugelfläche 

in Kreiſen Wer und alſo die Seiten Ik Tae von 


* Ich habe von dieſen Eigenschaften d des Dreiecks i in einer besen beg 
kleinen Abhandlung, die in Berlin bei Maurer im Jahr 1816 her⸗ 
ausgekommen iſt, ausfuͤhrlicher gehandelt. Auch in der Geome- 
trie ide position von Carnot findet man daruͤber Mehreres, 

was mir, als ich meine Abhandlung ſchrieb, nicht bekannt war. 


TE ENTE 7 
* 5 7 5 ee a, 

9 9 N 
9 \ * . 
e 5 5 

E 5 \ 
N 
r * T * fi _ 
245 20 1 
Au e — 
au 617 — f 


FR Seife find, Kun iſt die Surfen ir alles. 
Be Aa vom Scheitel D . N Mi e 


; n 
3 in Dee A. ne RU. ie: 3 0 
N rs im Dreiecke A DB, AG bee). De 


* RER, 
Kern 455 165 Ni 


und im Dreiecke BDC, e-; alſo it 
5 0 atb—f=a+c—e=b+c-d, daraus ln 


1 1 N. * 412 .. er 


| beef und a+d— b ge, alſo 9 
e . 761 u Inn 


A atd=c+i=etb, wie oben. / 


- | DB 

Wenn man durch die Scheitel der Pyramide und den 
Mittelpunkt der Kugel gerade Linien, und dann aus dem Mittel⸗ 
punkt der Kugel auf die Seiten der Pyramide Perpendikel zieht, 
die alſo die Seiten in den Beruͤhrungs-Punkten der Kugel 
ſchneiden, ſo bilden die Centrallinien mit den Perpendikeln und 
den Abſtaͤnden der Beruͤhrungs⸗ Punkte von den Scheiteln recht⸗ 
winklige Dreiecke, deren Seiten von je dreien, die in einem 
Scheitel zuſammenſtoßen, gleich groß ſind; naͤmlich: die Entfer⸗ 
nung des Scheitels vom Mittelpunkte der Kugel, die ihnen ge⸗ 
meinſchaftlich iſt, die Perpendikel als Halbmeſſer der Kugel, und 
die Abſtaͤnde der Beruͤhrungs-Punkte von den Scheiteln. Dieſe 
drei Dreiecke find alſo congruent, und folglich auch gleichwinklig. 
Daraus folgt, daß die Linien aus den Scheiteln durch den Mit⸗ 
telpunkt der Kugel allemal mit den drei Seiten, zwiſchen welchen 
ſie liegen, gleiche Winkel machen, oder mitten zwiſchen Ahnen 
hindurchgehen. Dergleichen Linien aus dem Scheitel der Pyra⸗ 
mide gezogen, geben alſo den Mittelpunkt der Kugel, und es 
folgt daraus, daß ſich dieſe Linien alle vier in einem und dem⸗ 
ſelben Punkt ſchneiden muͤſſen, naͤmlich im een der 
A i And. 


. 0 J u. 
Sie sah 1 die Eigenſchaften, daß die punkt, i in 


welchen ſie, die den Scheiteln gegenuͤberſtehenden, Seiten⸗Ebenen 
der Pyramide ſchneiden, von den Seiten dieſer Ebenen in dem | 


hie, Berhältnif entfernt bad, wie die Scheitel Pe Ein 


Beweis dieſes Satzes ſteht in dem dritten Bande der Annalen der 


Mathematik von Gergon S. 317, wo nur der Satz anders 


ausgedrückt ift, nämlich: daß die drei Dreiecke, welche die, einem 


Scheitel gegenuͤberſtehenden drei Seiten der Pyramide zur Grund⸗ 
fläche und den Scheitel zur gemeinſchaftlichen Spitze haben, ſich 
eben ſo verhalten, wie die drei Dreiecke, welche die naͤmliche 
Grundlinie, aber den Durchſchnitts⸗ Punkt der Scheitel⸗Linien 


mit den gegenüberſtehenden Ebenen zur gemeinſchaftlichen erie. 


haben, 


2 


Vom Schwerpunkte der Pyramide. 


852 8 \ BETTER 
Der Schwerpunkt einer Pyramide liegt in der Mitte der 
geraden Linie, welche zwei gegenuͤberſtehende Seiten der Pyra⸗ 
mide halbirt. Dieſer Satz iſt bekannt. Er ſteht z. B. in der Sta⸗ 
tik von Monge und an andern Orten. Weniger bekannt 


aber iſt vielleicht folgender Beweis, der demjenigen aͤhnlich iſt, 
welchen ebenfalls Monge davon in der Correspondance sur 


l’ecole polytechnique tom. II. S. 1 gegeben har. 
Fig. 27. Wenn F die Mitte von AB iſt, und man legt 
eine Ebene FD C durch F und die gegenuͤberſtehende Seite der 
Pyramide DC, fo liegt offenbar der Schwerpunkt in dieſer 
Ebene, denn 195 beiden Seiten der Ebene befinden ſich uberall 


gleich große Theile von der Maſſe der Pyramide in gleichen 


Entfernungen. Aus demſelben Grunde liegt er in der Ebene 
AD E, wenn E die Mitte von BC ift, folglich in der Durch⸗ 


ſchnitts⸗Linie dieſer beiden Ebenen, die DH iſt, weil ſich die 


Ebenen in den beiden Punkten D und H ſchneiden. Nicht min⸗ 


der liegt der Schwerpunkt in der Ebene AGB, wenn G die 


Mitte von D C iſt, folglich in dem Durchſchnitte der beiden 


Ebenen AGB und F D C, welcher F G iſt, weil ſich die Ebenen 
in den beiden Punkten F und G ſchneiden. Alſo liegt der 
Schwerpunct in den beiden geraden Linien DM und FG zu⸗ 


gleich, die ſich ſelbſt nothwendig ſchneiden müͤſſen 7 weil ſie ige 


“eh Ebene oc leon Pahl iſt der tan M 


ien FG und DH der Schwerpunkt der 


| wi i 12 — dieſer Durchſchnitts-Punkt in der 


der ge taden L Linie FG liegt, die zwei gegenüberftehende 
Seiten de hans. wal wie e wie t ſich, v wie 
„ it 2 0 


Die Linie FE in der Grundftiche iſt mit A C parallel 


und der Haͤlfte von A C gleich, weil BFA, BE = C, 


alſo find die Dreiecke P HE und AH C, weil fie außerdem bei 


H Scheitel⸗Winkel haben, . 177 5 ift Aach FH= 90, 
alſo iſt· E HA FC. 1 


4 Nun stelle Fig. Br ier Ebene FD C in der Acht vor, 
fo iſt E H= EC und DGA. Des letztern wegen 


iſt HPC, wenn GP mit DH parallel, alſo iſt 
HFF Run ſind aber die Dreiecke P MH und F GP ü 


aͤhnlich, alſo iſt Te 
1 (EM M G. 2 

folgt, liegt der Schwer- Punkt M in der Mitte der 7 

Linie FG „ welche die Mitte F und G zweier nicht zuſammen⸗ 


froßendet ‚Seiten der Pyramide verbindet. 


5 n 5 99. ER 
Aus dieſem Satze laeſſen ſich leicht verſchiedene andere 


Eigenſchaften des Schwerpunkts der Pyramide herleiten: z. B. 


daß ein beliehiger Scheitel der Pyramide von der gegenuͤber⸗ 
ſtehenden Seiten-Ebene viermal ſo weit entfernt iſt, als der 
Schwerpunkt. Denn wenn in (Fig. 28.) MEN „5 0 
rpendikel auf FC find, fo iſt MN=ZGR wegen 


FMA E G. Aber GR 2 D wegen 60 DC, ale 


M NAD O. So wee ſich aber die Perpendikel in der Ebene 
FD C auf FC verhalten ‚| verhalten ſich die Perpendikel im 
Raume auf die Grundflaͤche ABC Fig. 27., alſo iſt der 
Perpendikel aus dem Schwerpunkt auf die Grundflaͤche gleich dem 
vierten Theil des Perpendikels aus dem Scheitel D auf eben 
dieſe Fläche. e ee * | 
3 
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a Br 
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7 \ TRY ie 
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ur, * 
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n. Rn MON dien — 


e der Raberwaſſche Satz, daß der Schw NIN 


Punt der mittleren Entfernungen der Scheitel iſt, das N 


daß die einfache Entfernung des Schwerpunkts von beliebigen 


Coordinaten-Ebenen der Summe der Entfernungen der vier 


Scheitel von den naͤmlichen Ebenen gleich iſt; woraus folgt, 
daß eine durch den koͤrperlichen Raum gleichfoͤrmig vertheilte 


Maſſe und vier gleich große in den Scheiteln der Pyramide ver⸗ 
theilte Maſſen einerlei Schwerpunkt haben; denn es ſey 


kyk in Fig. 26. die Ebene der 52, fo iſt die Entfernung 


| FF, des Punkts F von derfelben, weil F in der Mitte von AB 


AA, BB, 
ligt, nn Hingegen die Entfernung GG, des 
mitten zwiſchen D und C liegenden 4 = von der Ebene 
D, CC, 
der * iſt . 


Nun liegt der Schw pan M in der Mitte von FG, 


alſo iſt ſeine Entfernung MM, von der Ebene der y 7, 


F, ＋ GG, AA, TBB, CC, ＋ DD, 
. Ad, +BB,+CG, HDD, welches fuͤr alle 
drei, und zwar fuͤr beliebige Coordinaten⸗ Ebenen gilt, wie be⸗ 
hauptet wurde. Lagrange kommt auch in der oben erwähnten 
Abhandlung auf dieſen Satz, aber durch Rechnung. 


2 


— 


101. 


Daraus, daß der Schwerpunkt in der Mitte der Linie legt, 1 


welche die Mitte zweier gegenuͤberſtehender Seiten der Pyramide 
verbindet, folgt auch, daß ſich die drei geraden Linien, welche 
d Mitte der drei Paare gegenuͤberſtehender Seiten verbinden, 
in einem und demſelben Punkt ſchneiden müſſſſ | 


e e 
en 


102. g 
Ferner, pe ſich die ſechs Ebenen we die ſeche Seiten 
der Pyramide und die Mitten der gegenuͤberſtehenden Seiten in 


einem und demſelben Punkt ſchneiden, welcher der Schwerpunkt 


iſt; denn derſelbe liegt in allen dieſen ſechs Ebenen zugleich. 


1 — 181 — 5 
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gen drei von dieſen Ebenen ſchneiden ſich in einer enden Linie, 
die durch einen Scheitel und den Schwerpunkt geht. Dieſelben 
geraden Linien gehen zugleich durch die Schwerpunkte der dem Schei⸗ 
tel gegenuͤberliegenden Seiten⸗Ebenen. Auch dieſe geraden Linien, 
deren fo viel als Scheitel, alſo viere find, ſchneiden ſich in einem 
und demſelben Punkte, naͤmlich im Schwerpunkte der Pyramide. 


N 106. EN 

0 Es iſt unſtreitig noch Vieles an der Pyramide zu unter⸗ 
ſuchen uͤbrig, und wahrſcheinlich giebt es noch manche intereſſante 
nicht bekannte Satze. So z. B. haben wahrſcheinlich die Aus⸗ 
drucke für die Entfernungen zwiſchen den Mittelpunkten der 
umſchriebenen, der eingeſchriebenen, der die Seite beruͤhrenden 
Kugel und des Schwerpunkts u. ſ. w. Aehnlichkeit mit den 
gleichartigen Sägen beim Dreiecke. Auch finden wahrſcheinlich 
fuͤr die verſchiedenen Transverſalen durch die Scheitel, ſobald ſie 
ſich in einem und demſelben Punkte ſchneiden, aͤhnliche Saͤtze 
Statt, wie beim Dreieck. Denn die Aehnlichkeit zwiſchen den 


Eigenſchaften des Dreiecks und der Pyramide findet ſich viel- 
faltig. So z. B. find bekanntlich die Ausdrucke des Inhalts 


des Dreiecks durch die Scheitellinien, welche die gegenuͤberliegen⸗ 
den Seiten halbiren, oder durch die Perpendikel auf die gegen⸗ 
uͤberliegenden Seiten, dem Ausdruck des Inhalts durch die Sei— 


ten ſelbſt aͤhnlich. Ganz fo verhält es ſich bei der Pyramide. 


Wenn naͤmlich a, b und c drei in einem Punkt zuſammen⸗ 
ſtoßende Seiten der Pyramide bedeuten, 5 iſt bekanntlich der 
koͤrperliche Inhalt derſelben 
191. P=2abcer[1ı —cos. (ab): — cos. Gebe 70 
* Wh (ab) cos. (a e) cos. (be)]. 

Bedeuten dagegen a“, b', € die in dem Schwerpunkt fi 
ſchneidenden geraden Linien, welche die Mitte der drei Paare 
gegenuͤberſtehender Seiten verbinden, welche Linien hier alſo das 
ſeyn wuͤrden, was die Scheitellinien beim Dreiecke ſind, welche 
die gegenuͤberliegenden Seiten halbiren, ſo iſt der Inhalt 

192. PF abe T (I - cos (ab)). — cos. (a c) — cos. (b ee 
Tacos. (a b)) cos. (a c) cos. (hc) 
J 2 


* 


* 


1 855 ia Sedeuten „ be ee Linick 
gegenüͤberſtehende Seiten der Pyramide zugleich 
oder die kuͤrzeſte Entfernung der gegenüberſtehen 
5 einander, welche Linien alſo hier das ſeyn wuͤrden, w 
Dreiecke die Perpendikel aus den n auf die gegen 
Pas Seiten find, und (a b), (ale „ (bc) die n 
welche Parallelen mit jenen Pervennifetn, die in einem Punt f 
zuſammenlaufen, mit er einschließen y ber iſt Be der N 
/ e 8 8 


* 


ö re e e eee ne 5 
72 . 193. ** 20 „ 40 Git 
f vu. 3 . | = K 8 n 
eee 5 9760 -C0. DR 2. 5.04 5.988. eee 
N Alle dieſe Ausdruͤcke, die ſich leicht durch das um die Py⸗ 


1 e beſchriebene Parallelepipedum Be, laſſen, und die unte 
andern bei Monge im 2ten Bande der Correspondanee: * 
s«ecole polytechuique S. 5 vorkommen, haben unter ſich chen b 


e BR: patch, wie Bit ee 0 Leim Duieck. . 


e er 


— „ * 
3 £ 8 1 — > 3 
4 — 2 1 Ne x \ 75 3 = 4 = 
95 g N es g 
75 N + 43 1 * 7 i > ; 1 2 
eh ST 4 u ar j 8 
N J N. 17 2 5 FE eh 
5 5 x x 3 - N a: PEN 
. 22 n N 725 
* TR Er 4779 
— —— — — 
# U i I; I 
=“, a‘ 
BE a . nr 
g a x F 2 5 1 5 gr ir 
* y 85 1 5 * x Br N ER . 3 1 8 8 rer 280 me 8 
; 8 9 N 1 „ 
j 1 \ h 5 
U N 5 t 1 . une 
8 EN Pi mc, 
— > 7 ? E \ — \ 
ö 8 15 W 
} 3 N — - * 0 3 6 0 N 80 
er 1 
＋ * 1 * 
5 5 e 
N \ ER 
) g 75 l 
SER, x N 
ER d | 108 
ER . 
f ? 
5 * 
85 N. 75 
KO 3 14 
"a, RT © 1 
* 5 \ 1 5 ? 
Mi 8 N Fi 
- f} — N N. 
8 5 A 
2 2 £ 
* rd ER TERN Kin ’ 4 
N 4 N PN BR ji A ** 1 
5 +4 
s / * 9 
\ “ N 
— h 
* > r 


I ur Dh lh bg ar u . N 95 n en 7 


* 


N 10 abe tee sms K l N A; J a K. 5 W 2 
vf 26 ERS En A RE 1 2° 7 
* e En 97 m, 12 a 
TEN T. er el 
a 207 Pr 
ee 
7,0 | — „ 32 1 3 g N 


Von ben. drei Kreiſen in einem Dreieck, 


5 deren jeder die beiden alsern und zwei Sei⸗ 


* 


in den drei geraden Linien durch die Scheitel des Dreiecks, welche 


ten des Dreiecks berührt. 


ae 2 8 
ae 6 Rete 4 un: ee di 5 4 


Anter den 7 9 ji none die Shaker der „ Mathematit von £ 
Gerg on ne, nach der guten Gewohnheit aͤlterer Mathematiker, 8 
öſſentlich vorzulegen pflegen „ befindet ſich auch die von den drei 
Kreiſen in einem Dreieck, deren jeder die beiden andern und zwei 
Seiten des Dreiecks beruͤhrk, auf der 196ſten Seite des erſten 
Bandes. In dem nämlichen Bande, „Seite 343, melden die 
Redacteurs, ſie haͤtten längere Zeit umſonſt auf eine befrie⸗ 
digende Auflöſung gewartet. Sie ſelbſt haͤtten viele Jahre ver⸗ 


geblich die Auflöſüng des. Problems geſucht, und waͤren endlich 


auf eine Aufloͤſung gekommen, die ſie mittheilen, die ler, wire #9 
die weitere Folge zeigt, den Gegenſtand noch nicht erſchoͤpft. 
Sie beſteht im Weſentlichen, wenn man ſie in anderen, eee be⸗ 


quemeren Zeichen ausdruͤckt, in Folgendem. 


* 


wire 5 
* . 5 3 


Kr N rare | 
Fig. 4 Die Mittelpunkte der verlangten drei Kreiſe hegen 


die Winkel deſſelben halbiren, denn da z. B. 11 1 und bei 
1 und D rechte Winkel find, fo iſt ABIIT ABI D, folglich der 
Winkel IBI dem Winkel IBP gleich. In der nämlichen ge⸗ 
raden Linie liegt aus demſelben Grunde der Mittelpunkt 2 des 
in das Dreieck eingeſchriebenen Kreiſes. Heißen alſo die Ent⸗ 


* 


1 Bor a | 5 


3 J 134 — 
fernungen der Punkte K, M, N, in welchen u ee 
Kreis die Seiten des Dreiecks berührt, von den Scheiteln, 

BKK, CM m, AN=n, der Halbmeſſer des eingeſchrie⸗ 


benen Kreises Dr und die Halbmeſſer der drei SR iR 
DIS y, ans und HH=x, fo iſt 


| BD=y, EC ge, fai, wenn man BD und EC 
son BC=a abzieht, Bi | TRUE NITRO 


N %% Um ar - k y m Z 
1 1 r 


Da nun IR=y-+z ift, weil der Berührungs- Punkt 
der beiden Kreiſe, deren Halbmeſſer y und z find, wie immer, 
in gerader Linie zwiſchen ihren Mittelpunkten liegt, und IR, 
wenn VR mit DE parallel, =y—z iſt, fo iſt auch . 
DRIN -IV OCT N -O- Az, 


. alſo iſt, wenn man beide e von DE einander gleich 
letzt, 1 IN 


— 


\ 


— 


—k et 
m yon oder 
ar Kym fH O2). 


Verwechſelt man die Zeichen, indem man immer um Eins wei⸗ . 
ter ſeachaeht, ſo erhält man EN | 


ar—=ky+mz+2r rd). 
194. br mz nx TZTT (Z) Be | 
er nx KEN af (ey) ; 
| Dieſes ſind die drei Grundgleichungen, auf welchen die Auf⸗ 
löſung der Aufgabe beruht. Man muß alſo aus denſelben die 


drei unbekannten Größen 7, 2 und x entwickeln, worin eben die 
BAUR liegt. Be N | 


Kb, 15 1 X 
. 150 1 705 we f PR wi Me ne! 9 e 106. 16,8. ee 1 Di 2 u 
Die Redacteurs der Annalen setzen 


| 195. 2 y u- und K y vs. 
Outs verwandelt die drei Grundgleichungen (194.) in folgendes 


2 be N e +21 u) u n 
1356. (broymw@tnvtaruv) 0 
| er=yartktarv) 1 f | 
Die wan dieser Gleichungen 25 | 
br 
197. 2 er e 


Setzt man dieſes in die erſte und dritte, ſo kommt 
f am n. Ear Ob Gm. f ar ) 
2 | 
f en +nv?+2ruv)=b(nv’ +k+orv) 
Die drei Grundgleichungen find alſo jetzt auf zwei reducirt, 
die nur noch zwei unbekannte Groͤßen, u und », enthalten, 
welche zu entwickeln ſind. 

Man bezeichne den Umfang des 94 8 Dreiecks abe 
durch s und multiplicire die erſte der Gleichungen (198 ) durch 
ckn die zweite durch aK m, fo kommt 

ackn(mu® +. nv’+2ruv)= bekndk ＋ mu? + 2ru) 
 ackm(mW®-+ nv®+2ruv)=bäkm(k4-nv® +2ıvV) 


Me / 
1 5  @—b)ekmnn’+tackny Facknrayu | 
—benk?-H2beknru 
199, 
vl erw aka ele u aakmeenn 
| —bank’+2bakmrv 


Nun iſt der Flächen⸗Inhalt des Dreiecks gleich dem hal— 
ben Umfange, multiplicirt mit dem Halbmeſſer des eingeſchrie⸗ 
benen N Bi wenn derſelbe A heißt, 


er 


* 


A 


* U 9 i 
* N 5 1 An: RAN) Nun 
995 + j „ 15 ann EN NM. 
nN ; 1 A x * 1 a 2 . . 
ern 5 1 Nr 
N n ” . x PR. | Ir W. 
N N > \ 1 “INN 1 . 1 
h J Wi \ 8 N N n 5 
N eee Y 
‘ 0 N 1 x 74 
4 x f EWR 
— — f 5 7 N ä 
‘ * 


| ir 3 . . 
2 iſt aber auch der Inhalt des Dreiecks 0 RUE 
AV [s6— 23) (s—2b) (0 200 / alſe * 
s 200. ar 6-22 —2b)E—2e). a | 
„ Feinth find die Abſtaͤnde der Punkte, in weichem det ein⸗ 


n Kreis zwei Seiten des Dreiecks beruͤhrt, von dem 


Scheitel, in welchem die beiden Seiten aufarimenftogen > gleich 
groß, alſo iſt ö 


a- k = m, bn, 1 se) alfo | 
k=c- (b -D eb al, alſo 

k (-b) = b), Folglich it 

201. sab ak, e eee eee 


fotgih, ans s kmn oder 


‚202. 5 „s ak mu. | 8 ; * 
g a ri W 7 5 7 
See iſt 7 5 Fi 1 Be 
da- 40 bbs - tt 


SR | sb-9=b6—2)—eß— 2b), er 
wie aus ſich ſelbſt folgt; 250 weil e ab ak 
war (201.), 1 i el l e 


. { s(b—a)=2bn—2ak ud 
203. 
scb e abmac k. 


* 
4 a) 


Setzt man die Ausdrüde von kmn, b —a und bc 


aus a und 203,) in die Gleichungen 99 , ſo kommt 


7 


\ 994 
za k abn n 
„ . ih „Takneravu 


x 8 


—benk’+2beknru und 


7 2ck—abm 1 8 
nn eka, Haakmı vu 


- s 
—bamk’+abakmrv® oder 


— 


beer . Likem v. 2 1 Yo u v be er.. bn Ge 

EN +2bnekru und e ee 

8 Mane tee nes. ebnete 
Tabmakrv oder . le e A 


a 770 ake isn nv. an: uy)==bne(tr? ne haruh) und 
Er 4 (ry m cru bma(rf e Ele ar 0 
Oi Bingen Machu a beiden Saiten voting 
Quadrate, Ale iſt 1685 | ie abe 
1 rn Ih 1 
15 4 waere ea | 


107. 
Nun follen die E Entfernungen des Mittelpunkts des einge⸗ 
ſchriebenen Kreiſes ven den Scheiteln des Dreiecks AZ e, 
BZT Oz, heißen, fo ift z. B. f. EAT, folglich, 


15 e vac (2010 k=2(6—2b) und nach (2 02 een X 


6: ai 2b) (s — 20 1 5 5 
48 


5 


28 een 


3 4f. Ce any oder 
9 


8 8 
\ 1-6 2b) [6—2b)s+ 420) = a oder 
4b G 2b) Ls 2 bs +s®®—0as—acs+gac] oder hi 
4Ps=2kl2 . —2(@+b+e)s+4ac] 
oder weil abe s ö 
2s=2ack, alſo durch wegen der Zeichen 


A Ps—2ack 


»g? sg ba m 


ess gebn. | 


„„ 
a Setzt man hieraus die Werthe von ack, Fi ben unb.ch 1 
in die Gleichungen (204.), fo kommt | 

* 2075 { f (ru nv)? = Eure 1355 

5 (vm) g= r H 0° 
und daraus, wenn man die Quadrat-Wurzel a Ka 1 
a 205 15 (run MWS Se UEu TU) g 
ker des er th . 


Aus der alten dieſer beiden Gleichungen folgt: * 
| ek (f —e) ru 
Ar nE 32 0 


Seit man dieſes in die zweite, ſo kommt 


Eg. ele —gk--Imu oder 


. 1 

G Orekefngk Il eon =Enula N: 
woraus folgt 
eee 


— 


209. liche Weiſe 
15 5 10 \ 55 ic ! d—eltg—fme | 
* Fee Amn 
Aus (206.) ift Pr und aus (202. mn — 8 27 ‚fe iſt 
Fer Ye 2 der Nam 0 u und 1 
n „ 
IG MG LMO -ac lr. 
| pack 2 ab m 2 ben 
Ferner iſt aus (206.) 5 Er 5 ee er —, 
| 4a bemk N 4a bemknz 
alſo [2 8 r. oder la n 2 ur; „ alſo, 


37 


— 0 — 
f 2 h 158 1 | 
. 27% 2 4 ersn 2ben 
Kr: ekmn—ris (202 ). Pn2g® FRE RE 
Sela. alfo iſt eng ear. 


. 427 


Setzt man dieſes Beides in den nisse von u ı (209 er 
fo kommt 


/ K ng & S tern 
f 1 we u ER Bas HET RER 
1 12 N m 
— ke. e g und auf eine aͤh n 
Arne | 


210. 5 Weiſe . 5 N 


7 ; 
f 


r Ge- 
* 
a ER (st 
| a I 


| 8 c—e— 
4 A 4 9 
n, eg a+g—Nlete—N 
Br "Be- Hg 


Daraus folgte 


211. 


2 ruv ——- 


2chn 
Nun iſt vermöge (206.) mk? er m ks. = ie oknın 


. be, ’ 


2 K 
alſo, weil gk mn 100 oder | . iſt, 


m ke Kr be. Eben fo nk?g’—nk2. > (20s6.) 


akıhn 


kN ab kraab (202.) und k2g2e2—k? aim cn 
8 
oack ak mn l 


ee erh? RN und 202.), alſo kge ſbr 
f und 2keeg=akfbı, 


723 Setzt: man dieſe n für, mk 2 ee 7 wer und. N 
ziöeg in die Gleichung (21190 f kommt 0 | 


— 


1 Hin 1 Je r 
| 122 3 | ats 9 2 
(; * 2): I au x mW kb N iq’ 1 4 — U ih * 

Ren. N er — 0 80 1 e) or 

. 0 dei en 

N 212. „ —kab een 5 5 1 

5 8 4 ae Ude | 

ekt „ -le e- 

EE 80 E 5 


2ru 


„ 


5 RE. 
* e are were 1 
nen 2% 727 


br . alſo fo 


m u? I 2 aruv- / 
rg ef)? 
2 e 
iR u = } 2 en ni } 
vu ey 
er = C 
welches der geſuchte Halbmeſſer des einen der drei Kreis, naͤmlich 
N RD Kreiſes-1 D ift, der die andern beiden Kreiſe und die Seiten 


a und d beruͤhrt. Alehnache Ausdrücke we die Paltmeife der 
andern eben reſſe | 


Nun war 7 = 


e 
4 — 1 
108. | ! 
So weit, ſagen die Redackeurs der Annalen, waͤren fie ge⸗ 
kommen, als ſie von Herrn Bidone, Profeſſor an der Univer⸗ 
ſitaͤt zu Turin, benachrichtiget worden, die Auflöſung, der Aufgabe 
fen ſchon Früher von Herrn Malfatti, einem ausgezeichneten 
itcalieniſchen Mathematiker, e „und von demſelben im 
5 Jahre 1803 in dem erſten Theile des zehnten Bandes der Me⸗ ö 
moiren der italieniſchen See der Wiſſenſchaften bekannt ge⸗ 
macht worden. Was Herr Bidone von der Malfattiſchen 
Auflöſung den Redacteurs mitgetheilt hat, iſt die Beſchreibung 
einer ſehr. einfachen Conſtruction der Halbmeſſer. Nach dieſer 
Conſtruction iſt der algebraiſche Ausdruck der Halbmaſſer nn 


Malfatti in hieſigen Zeichen folgender: 


— 


1 


a 2 22 4 DI ; 8 ae . 2 105 7 N N 
3 Rn 3 hi 7 7 . 
; 7 va - „ ya * 4 0 
4 b 953 { 3 * 


— 


8 E FIIR 1 In, N vu NE: 
ER | eee gta 
* 
N 17 her: 
2 iS ee 55 ie 
N or! 
N mE ze Er ; 
* N 5 Es e 
1 2 a 


Dieſe ner einfachen Ausdrucke müſſen n nun natürlich 
mit den obigen (213.) ſtimmen; allein es ſcheine, ſagen die 
2 nicht leicht, die Ausdrücke einen auf den andern u 
ig RR a 


en 109, 


1 A Bande der Annalen, Seite 60, berichten die 
Redacteurs, ſie haͤtten ſich um die Malfattiſ che Auftöſung 
an Herr Bidone gewendet; allein, was fie von ihm erhalten, 
gebe daruͤber wenig oder gar keine Auskunft; ; es beſtehe in nicht 
viel mehr, als: der Angabe der Grund- Gleichungen und der 
Reſultate. Das Malf att iſche Verfahren war alſo dadurch 
noch nicht enthuͤllt. Die Redacteurs beſchaͤftigen fi. nun da⸗ 
mit, die Richtigkeit der M alfattiſchen Formeln fo zu zeigen, 
daß fie ruͤckwaͤrts aus denſelben die Grundgleichungen ableiten. 
Dieſe Ableitung iſt folgende: Die Malfattiſchen Glei⸗ 
chungen (214.) geben | 


5 der: aky=er@s—ı+f—g—e) 
' ‚2mz=ı Gs r -e 
ab rGS -rf Fun. 


man addire if Ebichungen zu zweien, ſo kommt 


ky TmZ rs re) 
4 215. a mz nr (ES r st 2 
nz kymr@s—ıg) 


Ferner multipficte, man Ri mi MR zii r | einander, ſo 
kommt 5 } - 

| | akmya=ı? [Are Ge 

216. amnzser[@s—r—i2 B 

aa xYNusIG -=- 


Man multiplicire die erſte dieſer letzten drei Gleichungen 
mit n, die zweite mit K, die dritte mit m, hy kommt „ weil 
2kmn=r2s (202.) | 


mar 


rennen 
217. 2s = kI[EC S- 1) — (g— e)]! 
f 2sxsy—m[(@s—r—g)? — (e—f)?] 
Nun iſt . nb aus aur, alſo be = (m nya, oder 
weil b = 2s k (201.) b (2 s—k)—=(m+m), oder wenn 
man mit k multiplicirt, bk (ZS - Kk) = mak nk A 2 Km n, 
oder weil 2kmn==r? s (202. 
bk ( s mk n. K 4786 oder | 
Zbks=m’k-+n’k+ı?s Se 
oder weil s—2(b-+k) iſt, 
| Ebks—m°k4n2k + ars (b . 0 . leb. 
Aber k? = f — 125 m = g ra, n= Ses rs aus der 
Figur; alſo iſt | ; 
i Kb E585 IK H@ ker bse 
Terenb oder 


23 


1 Abks=g=kLesk Trab gb. 


Nun war Ing=ear (209.), alſo auch gke- fbr durch . 
Weiterruͤcken der Zeichen, folglich iſt o S2rbf - 2 kge. 
Addirt man dieſe Gleichung a dem ae von zbks, fo 


kommt 1, 
3bks—(g? E b erbr oder 
eee | 


U 


17 


A a Rt 
SB 


— 15 2 
Fenner iſt „e-, alſo e 1 = 
\ 


4k 2 — erk G H 0 oder 

EG ++ -er Ee +? +k2) 

Hierzu addire man auf beiden Seiten ks (r ＋ f), ſo kommt 

ra ehre de 2a 

Pr | oder | 

ez eee 

| alſo auch 1 ' 

m ICBS—1— ge- HI ESU Lg m 

eee eee eur, 

Eu, man dieſes in die Gleichung 170, ſo kommt | 
asyz=is(rte—n)2 { 0 
55 88 ( ＋f— H | 

 2sxy=äs(r+g—m)2 oder 

: N 

Be ar zx—r(r+f—k) * 

arsy=rlethgon) oder 

2 GSG Te) 

1 r. 2 F(Z0 r (r ＋ f-) | 

| ar rg). 


Addirt man diä Gleichungen zu der Gleichung (215.), ſo 
e 


218. 


* 


* 


r 


k ＋mz r pr 76 2) r 8 s-r—e+r+e—n)=r(2 s—n) 
m nx x 2r 69 =1(3s—r—f[+r+f—k)=s (sk) 
nx+ky+2r Y (xy) ( Zs—r—g r- g- m) r (2s—m) 


Nun iſt 28 — na, SS — kb, 35 — mc (201. ), alſo 
kommt 5 | Ä 


* 
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ae. * * 7 * * rn N 
N: x Y , v 2 
. Ba TER 0 1 N N Be SE U 
TE N eee 1 N | o 
N. e r “N Ar DL RN 
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Dieſe Gbeichungen ſtimmen genau mit den Giundglei⸗ 
chungen (194.) uͤberein; folglich führen die Malfattiſchen 
Reſultate wirklich ruͤckwaͤrts auf die Grundgleichungen, mithin 


iſt an ihrer Richtigkeit kein Zweifel. Aber wie Malfatti 


feine Ausdrucke direct aus den Bingieihupgie Poabes 77 


blieb unbekannt. 


1 a 


Auch eine Bemühung von Tedenat blieb in dar bc 
ulm: Erfolg. Die Nachricht davon ſteht in dem zweiten Bande 
der Annalen S. 165 ꝛc. Tedenat fand noch einige inter⸗ 


eſſante Reſultate „ beſonders Ausdrücke fin die Halbmeſſer, die 


noch einfacher ſind, als die Malfattiſchen. Es iſt naͤmlich 
DE = MN -G ν, alfo 1 
Nun iſt zufolge (219.) 


| era: 1 alſo iſt „ 0 f 
8 DE==r Ten. f e 


Nr 


Zieht man num aus A durch die 1 weit davon ent⸗ 
fernten Punkte M und N einen Kreisbogen, deffen Halbmeſſer | 


alſo Sn iſt, und der die Linien AZ oder e in Q ſchneidet, fo 


iſt ZQ=e—n, alſo, wenn man die Linie AZ verlängert, biß 


fie den in das Dreieck eingeſchriebenen Kreis in P trifft, 


PQ=r+e—n Das Naͤmliche war der Werth von DE, 


alſo ift 


8 Aehnliche Ausdruͤcke giebt es fuͤr die Mop bi Ent⸗ 
fernungen der Mittelpunkte der drei geſuchten Kreiſe, dergleichen 


DE auf die Seite a iſt, auf die andern Seiten. Dieſes iſt 


* 


das erſte, ſeiner Einfachheit wegen, ee n den 
Herrn Tedenat. | 7 


DE=PQ. 1 


5 A % 5 

1 75 "ih ; 1 — 145 en 
5 Sodann POTTER man die Veojectionen der Entfer⸗ 
nungen der Mittelpunkte der drei Kreiſe auf die Seiten wie 
DE, 225 4, 1 nennt, nm 4 


* 


. 
1 22⁰. { e=r+f—k=2zYy(zx) vermoͤge (219.) 
opt 3 1 (=1+g—m=2[Y (sy) 


Multiplicirt man je zwei von diefen drei Gleichungen mit ein⸗ 
2 und dividirt ſie durch die dritte, ſo erhaͤlt man 5 B. 


a Ge). 
Ay, alſo 
a 1 27 (zz) . 0 6 
ne, Ä F 3 
221. e EEE 
e zu’ 2 


welches die Ausdrücke der drei Halbmeſſer ſind. Dieſe Aus⸗ 
druͤcke ſind in der That noch einfacher, als die Malfattiſchen. 
Der Durchmeſſer jedes der drei Kreiſe iſt naͤmlich gleich dem 
Producte der Projection der Entfernungen ſeines Mittelpunkts 
von dem Mittelpunkt der andern beiden Kreiſe auf die Seiten 
des Dreiecks, welche der Kreis berührt, dividirt durch die Pros 
jection der Entfernung der Mittelpunkte der beiden andern Kreiſe 
von N eee, projicirt auf die dritte Seite, z. B. 


DE. IH“ 


EA e 


x | HR’ 
Die Projectionen finden ſich ſehr einfach aus (220. oder 


219.) oder, graphiſch, daraus, daß z. B. DE=PQ. Die 


Reſultate der Auflöfung find alſo ſchoͤn und einfach ausgedruͤckt, 
allein das Verfahren, durch welches man dieſe Reſultate aus den 


Grundgleichungen ableiten koͤnnte, wurde nicht entdeckt. Auch iſt 
es, ſo viel mir bekannt, in den Annalen dabei geblieben, und 


das Malfattiſche Raͤthſel iſt dort nicht gelöfet worden. 


rd 


"a 111. 
Dem Herrn Doctor Leh mus hieſelbſt iſt zuerſt, nach Mal 
fatti, die directe Auflöfung gelungen. Ich wuͤrde dieſelbe, ſei⸗ 
0 


tr air 7 1 * “ er einne wre), a Pa Se 
8 7 7 “ LE CS) . N 5 49 
ne, 4 t > 39 FI 4 7 Wi, 2 
. W 1 Rn » * . 
N NN Br - — * 1 5 8 4 
1 N. A N r 7 „ 1 f 0 
. 2 urn N 3 


ner Etlaubniß zufolge, r mittheilen, wenn er es nicht inzwi⸗ | 
ſchen ſelbſt gethan haͤtte. Die Auflöſung des Herrn Lehmus 
ſteht nämlich ausführlich in dem Anhange zum zweiten Bande 
ſeines Lehrbuchs der Geometrie „Berlin 987 bei ae 
Seite 182 ꝛc. 1 

Ich verweiſe auf dieſes Buch, und theile dagegen meine 
eigene Auflöfung mit, die von jener zum Theil etwas ab⸗ 
weicht. 


— 


a 


Die Seiten des gegebenen Dreiecks ſollen a, 7 e, die 
gegenuͤberliegenden Winkel &, 8, y, der Halbmeſſer des in das 
Dreieck beſchriebenen Kreiſes fol S1, fein Mittelpunkt 2, die 
Halbmeſſer der drei geſuchten Kreiſe ſollen x, y, 2, ihre Mittel⸗ 
punkte H, I und K ſeyn. Mr 
— Da die Linien AZ, BZ, CZ die Winkel , p und 7 


halbiren, ſo iſt 


— 


BD y cot. 2, Eu na 3, alſo z. B., weil, wie on, 

DE=r(G+ 2° —(y—2))=2r(y 2) 

VJ cot. 26 ＋2 cot. 5er Geng x 
＋Tcot. 23, folglich 

2 cOt. Zy ＋ X cot. 2 Farc nd 
+ cot. 2 

. x cot. 0 2% are e be.. 5 

| + cot. Ag. x 


Diese Gleichungen ſind hier die Grundgleichungen. Di ji 
durch die dritte dividirt, giebt 


222. 


x cot. 2er 39 2 (x 7 sin. ein. 3 cos. 
x cot. 2 & 5 M cot. 2 5 . ——— sin. y sim.äycos. 27 


weil ſich die Sinus der Winkel des Dreiecks wie die gegenuͤber⸗ 


ſtehenden Seiten n „ und sin B=3 . 2% cos. 3 P, 
sin. ) = 2 sin. 2 J cos. 20 AM Alſo iſt 


7 — aa . 5 
ee er * cor. dai sin. 4 cos. 7142 ares 2 v 

4 +20. 27 | 5 
*I Kcot. Sc sin. 25 eos. 2675 sin. cos. . 8 0 0 
Ty cos. 23 * 


Nun iſt 4 2 (), alſo 14 29305 +9, af 
cor. Se cot. (—2(B-+))—ung.2(8+ W. 


sin. 3(8 ＋ VL sin. 2 B cos. 3 co + cos. 2 B sin. Z afe it | 


salat) cos. 2 ß cos. 257 — sin. nz 37 


5 cot. S E Gin. 5 = eos 2 27 — sin. 2 25 cc co. 2 ) 
_ Gin.2B cos. 3y+-cos.3ß sin. 20 Jein. 5 2 cos. 20 — sin. 25 cos. 86) 
mE 27 ,008.3c08.5y—sin. zßsin. 27 


Der Zähler rechter Hand iſt 5 


sin. Z B sin. 2 eos. 2 5 — sin. 2 82 cos. 2 cos. Z 
sin. 2% cos. 2 f cos. 2 — cos. 2 ²ðsin. 2 27 sin. 28 


& 


= sin. 2 6 sin. 2% (1 — sin. 2% — sin. 2 ß? cos.3ß cos. E 


Is in. Z V cos. 2 B cos. 2 0 — sin. Z y sin. Z 6 (1 — sin. 2 8) 


sin. 2 % (cos. Z B cos. 2 / — sin. 2 Bin. Z ꝙ) 
Jin. 2 * (sin. 3 sin. 2 — cos. 20 cos. 20% 
(cos. 2 B cos. Z % — sin. 2 8 sin. 2%) (sin. 2 sin, B?); 


alſo iſt ur 1 . 


# ö e 


224. cot. Z (sin. 2 co. 2) — sin. ZB cos. %) sin. 2 —8in. 2 


Setzt man dieſes in die Gleichung (223.), ſo kommt 
b X sin. 2 +2 sin. 4 y cos. 207 T (C) T2 cos. 277 
ein. 3%. +2 sin. 2g cos. 3 F. (Y 2) Ly cos. 3 f. 
Dieſe Gleichung enthält auf jeder Seite ein vollſtaͤndiges 


Quadrat, alſo iſt die Quadratwurzel Daraus 
K 2 


h in W 


N 


— 8 15 
sin. * 1 4 00 urge don len ery 
alſo h 


226. AR; 3 
in. Z U y IT cos. za r eln 4 yer A 


sin. zP FZ T cos. 2 Fy Ssin. 3 * F 2 ＋C os. Z x 2 
Die zweite dieſer drei Gleichungen von der erſten aögezogen, sieh 
sin.3yY x— sin. 2 3 y ein. 26 Nx | 
, Tcos. 286 Fy — sin. Z N cos. Tc Hx, 4 
alſo iſt | Wil 05 
227. (sin. Z sin. 2 6 ＋ cos. Z M FX 
—= (cos. 42 8 — sin. Z α ＋ sin. 20 Ty | 
Nun iſt sin. Z = sin, 2 E (A ＋ )) = cos. a +) 


cos. 2 & cs. 2 zB — sin. zo sin. 2 a ‚ alſo 1 die lachen 
(227. * auch 
[cos.£ & (cos. 2 84-1) 9950 2 8 (sin. Z c- EI) ITX 
228. 1185 26 (cos. Z 1) —sin. Z & (sin. 2 BI) IT y 
Ferner iſt | 
cos. 2 B ＋I a cos. 4 * e 
cos. 2 œ ＋ I 2 cos. 4 c 8 | 
cos. 20 * cos. A sin. A, cos. 3 os. 4 8 — sin. 3 * 
sin Z 2 sin. & cos. 4 a, sin. 2 6 2 sin. 4 cos. aß, 
alſo wird aus (228.) | 
[2 eos. 4 B (cos.40°—sin. 4 I α — 2 sin. 480 cos. 45 
(1＋2 sin. 2 O COS. K ) Tx RM 
[2 cos. #4? (cos. & g —sin. 43°) — 2sin. A cos. A 
(1 J 2 sin. 4 f cos. 40 y | 


Dividirt man dieſe Gleichung durch 2 cos. A cos. & Be, ſo | 
kommt 


4 [ 108 ie d tang. 4 f (Sec. æ as 10 IRRE X 
13 Ii tang. & B. —tang. & & (sec. & f: 2 tang. G0 T7 


10 3 


g 1 Ä 1 0 i 
en) X 9 
r 1 Be . 0 . 
ade je 1 9 a 141880 N 10 


AR 


sec. 4 14 42 tang. n T 2 tang. 2 rang az 


ede late #8=(i+ rang zB) iſt, 1 
. Ka. — tang. E f (I I tang. 20 | 
. 


2 7 


UI —tang. 4. — tang. K 4 (1 T tang. 45701 TE 


| Man Re der Kürze wegen 


tanga = p, tang. d, tang. 4 t 
fo ift (23 1.) 5 


(pP (IT PDD) TX (I' -PC TOY y 0 | 


ke p- ö ND I) +) ry 
oder 
a * (ur 149g) or, 


alfe 15 5 1 


15 5 5 . Tr yes Fury, alſo 

PR -Htang. ) Yrx=(I+tang 260 Y, folglich auch 
La + tang.2P)Y y=(I+ tang. DR. 

a +tang, a ey x. 


| Dieses sieht 


| ee ag Ku ı+p 


n 1＋ * 
233. „ ö 
„ tanga Ip. 
FF ta 


i 
Nun iſt, wenn man von der Summe der zweiten und 
dritten Grundgleichung (222.) die erſte abzieht 
234. cot. zx cot Ten en. 
. man hierin (233.), fo kommt 


I-+-p 
I+t 


14 I. 


har: 1 C0 


235. cot. 2 —s (con; 2 C W 


1 


ER REN 7 e ER > 

4 N . 1 ee ee 

5 Nee a 3 7 h N * * 5 
RER Dini 8 R n 


1 I- tang. Z 1p . „ 
Stang 2 tang. e Hrn 


5 IP Heere 
u Ta rr W 
Er.‘ 1 

rn (tt; if (TT) (II) 

236. (C0 Tt) = xICI - p)CU q) ) 
5 7290 Tt) Tazp(I . * 


oder 


Coefficient zu x iſt 

G+NaH+d—pltgXı ey 
a e re : 
JJ e 
Es iſt aber & . alſo K 6 T 


tang.zo—tang. arm) 
le Zotang. (By) * 


1 tang. 4 Etang. ＋ 
I tang. W I tang. 38-Ftang, 37 


* 


De 


alf o tang. & 4 und weil tang. 201, 


g en 


(, oder 
Tang 0 TY) L e Hiang Ay’ 
f 7 I tang. 4 ＋tang. 
| —tane.-Iy—tane.Zßtang.iy 
EM in nn me | 
| I-+tangzß-trang ) —tang. Agtang. 
mn! 
——, und oben 
It at! 


237. S re faagich een 
Coefficient zu x 5 


—=ı+ Ra ee ne ae lin; N 
mithin in (236.) 


- pa + DC Tos sCi=v. „ aleo 


( 
ar a) Sun iſt 


a rl rar 
BUN er rd - ro, 
7 


WER 1 8 2 
„„ 
. Fer 


7 ene una) 

05 20 Tung. Fe) 

8 ITtang 4% (r I tang. K 

% 21 A fang. 4 60 f 

F N 
201 ＋ tang. #7) 4 


| N 
In diefer Geſtalt bieten ſich die verlangten Ausdrucke fuͤr 
den Halbmeſſer der geſuchten drei Kreiſe zuerſt dar. n ſind 
aber mancherlei Verwandlungen faͤhig. 
1775 IA nid erſtlich 
sin. K Sa 2 sin. Z cos. 2 
cos. æ 2 8in. 4 c „ sin. 6 


tang. 98 0 „oder 


f tang. Z α = cos ec. 32 —cot. 2, alſo auch 
4 239. (tang. & H cosec. 28 — cot. 2 8 
tang. 4 cosec. 27 — cot. 2 v, 
alſo iſt in (238.) 


a! 1 Teosecg . cot. 5600 1 Tebsee- or 20. 


Tecs c. 2 — 01.28) 


(i Teosec 2 cot. I N＋cosec. 22 cot. Sa) 


N 7 201 T cose. 25 cot 26) 
(I Tcosec a Z. — cot 38) J(1-reosec: 3B—cot. zB) 
„ : 55 201 ＋cosee. Z cot. 270 
sin. o 
weitens iſt tang. A al 
8 f ä cos. c ſo 


N in e e 
1 g tang· de . Aber 
f ene cos. & o 


00s. (EA) cos Epcos. A * sin. Z p sin. 20, oder 
' i er alſo h 


8 
Er 


— e 132 4 5 ö & gr A * 
| RL 129 * En 
N neee Aber * 
N 4 N N 2 . Pi 
Ta Sau a el Ae alſo 
eee 
tan — — 
** a $- 4: = cos, 4 * \ * 
% Cos. ( EE 
i + 85 6 cos. 4 V2 
cos. e b 
tan 1 443 * * 
5 PA cos. 005. 2 N 
auf ift in 3890 MS sea e "aa 
a cos. (G EY) cos. I (Lg) cos. T | 
1 F Y 


Ye: 
cos. & (LY) cos. 4 f cos. &Y Ei 


| __ 608. % # (Be) cos. 4 (By) co cos. 4ß — * 
cos. & (YA) cos. & ꝙ cos. 4 2 ® 


ne a cos. (Y) cos. & (YH) cos. & FR, 
005 I (-E) cos. S cos. zB 5 


241. 


Dieſe Ausdruͤcke der Halbmefe 19 fuͤr Logarithmen 
bequem. 
Drittens war oben (237.) 


0 1-4 t- qt=p (IH), alfo it 6 
TATA 2 (1-4 A- (TAT -=ꝗt) 

oder 1q-Et-E qt EpPUIU TAT H —2p (It HN), 
alſo (ICT qt) (-D) CI- CIT), oder 

L Et Eqt. I- pH CG? 


aa ee, ee 
Nun war 8 HI. (238.), alſo iſt | 
| WERBEN Ka. 
a a 


las 10 a 
Bu ie near 
7 e 2 u i N N * 
4 g 1 1 ; ’ 
10 n - 
R j En 13 KA 
En 
en 1 E N | 
— — nn —— 
— . IR 1 5 g *. 
U. 4 5 . 1 % 6 d 
1 =I 
tang. jr x} € 
&s a aber — ne — rn ang. Sc, a iſt 
| —p? — ame. Zar, Rue 
Nie +3 tang 2 Z & (tang. Zu Ha, 4%. —tang. 47— 0 
oder da 1 Stang. Z 2 cot. Sr iſt, PN ng 
F tang. 2 2 (rang. 4 Zu acc cot. eng 4 P-ztang: 47-5) 
oder 


J x E tang. Se (2 cot. Z α + (1 Hang r α 0 A 160 


— ( A tang. 4 ),. 
an „ weil z. B. tang. T = cosec. S * cot. Z (239.) 
Stang. 2 La cot. 2 Z α TI I cosec. S α cot. S 
— (I + cosec. 2 — cot. 23) 
0 T. cosec. 2 27 — cot. 2 ) 
oder 5 


1 
Km —— cot. 2 0 cot. cot. 2 K 
2 cot. S c. -( 2 * + 26 ＋ 2.7. 


Teoseeq „ cosec. s eee 


(cot. 2 0. T. cot. 2 T cot. 2 yer 


＋Tcosec. 3B—cosec} S cosec. 32) 


242. e 35 


I 
= z (or- 5 «+ cor. =ß +cot. 32 
2 cot. 2 


2 7 


| 0 H-eosec.z 27 —cosec. 2 Zu—cosec, 260. 
Nun iſt % 

cot. Z n, got. 6 E, cot. 2 5 em 

cosec. De, cosec. 2 f, cosec. 3 27g. 


ale, weil RR NN Er) f 13 RT N 


0 5 FW * ar 
folglich re | RE ee 


e Fee 80 
en 0 a He 


Bear 93 


Dis ſind genau die Ma lfatti sch en Ausdrücke (214 $ 
denn r r iſt hier S1. 


Ferner giebt (2430. IE, 
5 RE} 5 261 ＋e— n) 
ehre e e, 
— 200 5 
e n (1 ren k) 


"altem 


waches die Tedenatſchen Ausdruͤcke (220. 221.) ſind. 

Dies waͤre alſo die verlangte directe Entwickelung der Mal⸗ 
fattiſchen und der daraus gezogenen Tedena tſch en Re 
fultate, 


Sie ift etwas weitläuftig, und es kann leicht ſeyn, daß 


| a eine kuͤrzere möglich iſt. 


Pr & 
R 


114. 


Man entſchuldige ; daß dieſe einzelne Aufgabe hier einen ſo 


bedeutenden Raum einnimmt. Allerdings iſt weder der Satz an 


ſich ) ſelbſt ſehr wichtig, noch iſt zu der Aufloͤſung viel mehr, als 
weitlaͤuftige Rechnung nöthig. Ich habe die Auflöſung, und 


ſelbſt die fruͤheren mißlungenen Bemuͤhungen um dieſelbe deshalb 
ausfuͤhrlich mitgetheilt, weil ſich an dieſem merkwuͤrdigen Bei⸗ 


SE 


- 


| ppiel zeigt, 1 wie viel 10 die Wahl der Bezeichnung und auf die 
Methode der Auflöfung ankommt, ja, daß eine nicht guͤnſtige 
Wahl die Auflöfung ſelbſt bis zu dem Grade erſchweren kann, 
daß ſie gar nicht gelingt. Dieſes wird den Kenner der e 
! matiſchen * 1 e | 
l . 115. | 2 
Es iſt in der That doppelt merkwuͤrdig, daß die franzoͤ ſichen 

Mathematiker die Auflöſung nicht fanden, weil fie fo nahe daran 
waren. Man wird naͤmlich leicht bemerken, daß der Haupt⸗ 
kunſtgriff bei der Aufloͤſung darin liegt, die Gleichung (225.) 
darzuſtellen, die auf jeder Seite ein vollſtaͤndiges Quadrat ent⸗ 
haͤlt, denn alles Uebrige iſt faſt nur mechaniſche Rechnung. Eine 
ſolche Gleichung aber hatten wirklich auch ſchon die franzoͤſiſchen 
Geometer. Man ſehe oben die Gleichung (205.). Ueberſetzt 
man dieſelbe in die trigonometriſchen Zeichen, ſo kommt ſie im 
Weſentlichen mit der Gleichung (225.) überein. Die größte 
Schwierigkeit hatten dieſelben alſo wirklich ſchon kühnen en, 
und dennoch gelang ihnen die Auflöfung nicht. 
Wahrſcheinlich liegt der Grund vorzuͤglich darin, daß fie fi 
wie vom Herrn Doctor Lehmus und hier geſchehen iſt, 
der trigonometriſchen Linien bedienten, die hier bequem find. 


N 


Ne „> x # a u * 1 N * ON 2 17 Wr 4 „ * * 0 8 Ä N 7 une a 
En u Brit 455 n 10 0. 2 in In 1 
Lie, 4 U. ER UN ei 
ut win Hu BA rap at» 1 +34 Fan 
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R u ri 
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* 1, 
“) it. 239% ER, b 3 er 7 


Won den beiden, in und um ein Dreieck be⸗ 
ſchrieben en, Kreiſen und der Entfernung 
ehe eg von einen en 


116. eigen | 
Ausdrücke für Die Halbmeffer des in ga um 
|  fhriebenen reifes ui a 


810 30% Di trigonometriſchen Linien vereinfachen hauf die Un⸗ 
terſuchung der Figuren. So auch hier. Nichts iſt leichter, als 
die Halbmeſſer der in und umſchriebenen Kteiſe, die r und R 
heißen ſollen, mit Huͤlfe der trigonometriſchen Linien auszu⸗ 
drucken Wenn naͤmlich M der Mittelpunkt des u umſchriebenen 
Kreiſes iſt, ſo iſt BM MC, der Winkel am Mittelpunkt 
BMC iſt doppelt fo groß, als der Umfangs⸗ ⸗Winkel B AC. 
Sit alſo MP auf BC ſenkrecht, fo it BMP=CMP, alſo 
BMP. Aber BPA 2 alſo iſt BM oder K g a cosec. & 
er 


i _ 
243. RS 


2 Sin. 


Der Halbmeſſer des umſchriebenen Kreiſes iſt alſo gleich einer 
beliebigen Seite, dividirt durch den dope Sinus des gegen⸗ 
uüberliegenden Winkels. RR 
Man kann daraus, wenn man will, den Satz ableiten, 
daß ſich die Seiten im Dreieck, wie die Sinus der gegenuͤber⸗ 
liegenden Winkel verhalten; denn, da eben ſowohl 5 
b c 


— 
— — 


2 sin. Bi 2 sin. 3 


8 EAN. ET 
RA 
er ER 
X 


0 


je 220 160 
. EN 
en, 4205 N e 


. TR a Borkum 
% mp” 52 * An ach it | er 15 1 
a du “ ml in) BI in 2% d I 1 28 120 
Me wenn Mac 

le NR 1 
ch, 3 Tsin. 7 Tee . 5 | 160 
Denn N kin in u 


ars (2 +9). Kb.) 
sin. a + sin. 8 + sin. 7 sin. 6 sin. ..in. 5 


sin. & sin. 


; . 6 
BER. | EF 135 f 
ein. tz) 


ſo it 


a+b+tc a ne 99 5 
a . ae —, Eben : _ 
sin. * ＋ sin. g ＋ sin. ) sin. ’ 9 
a ＋ b ni a Mia . e c-+a 


———— — — — 1 
sin. & ＋ sin. sin. in. 2 sin. G T si sin. 7 sin. y . sin. [3 


11). N A N 9 


Die 115 Linien durch die Scheitel des Dreiecks und 
durch den Mittelpunkt des eingeſchriebenen 1 N 3 
des Dreiecks Winkel, alſo iſt z. B. 


3 r leot. 2 f T. cot. 5 Ma, TE 
oder wenn man mit sin. 2 8. sin. 25 e 
5 r (eos. 2 f sin. 2 IT cos. 2 sin. 2 8) a sin. 4 g sin. 27 
oder 1 sin. 2 (8 9) S asin. 4 B sin. Z , 
t weil 2 EY) =( 2 == iſt, 
r eos. A e a sin. 3 f sin. 2), alſo 


DEREN. sin. 4 sin. 
245. „ 
* . (Rx COS. 2 4 


€ 


52555 laͤßt 125 ſchleßen, daß 10 die S ve Bi es 
Dreiecks wie die gegenuͤberliegenden Seiten b. 2 Denn da 


sin. 2 ysin.3 20 e e 
cos. 2 e 
a cos. 2 ß sin: 2 sin. 2 ) h coe. Jain. f 5ein. zu oder 


a sin. 0 a, und fo die ubrigen. 


44 2 N 
Ex g 1 


eben fonshl B. * 


418. 
Dividirt man 2 r durch R, ſo kommt 


2r 2 sin. & sin. 2 B sin. 4 7 
— —, 


— 
— — 


cos. 2 


| \ e 1 aM 3 5 

oder weil 2 sin. = 4 sin. Z cs. Z 5 5 
i 2 r . s I . ke 5 

246. = 8 sin. S & sin. Z B sin. 2 . 


— 


e it aber 8 . 
i ein. 2 a J. sin. 2 4 8 | 
” gen . Lein. f cos. f — ein. (a . S) eos. (a- CH 
22 (sin. & cos. c + sin. ß cos. 2 — sin. cos. ß* cos. o 
sin. cos. sin. G cs. using cos. H cos. æsin. Bin. 4 
S2 [sin. & cos, & (I — cos. 6 + f sin. 3) N i 190 
+ sin. Bcos. ACt-+sin. * — cos. a e 
22 (sin. & cos. . 2 sin. B*+ ein. G eos. B. 2 sin. 45) 
= 4 sin. c Sn. ß (cos. sin. ß 8 sin. & cos. 3) 


==4sin.& sin. ß sin. y 


und eee B Tsin. sin. 4 Fein sin. cos. Bi 
Sin. (I gcos. 8) + sin, 8 (i+cos.e) 
sin. . 2 cos. 5 g. T sin. B. 2 cos. 2 0* 

N (ein. 2 Ul cos. 2 U cs. 28. 


＋ sin. Z B cos. 0 cos. e 2 


A 85 . o% 2 . 5 6 


. ae wi . 25 
ft Be 4 8 122 Kg u 
J e ten dB i, n 
Alſo * 2 ip n 3 1 2 * 7 e 7 
f ein. 26. Coin. 2 Leine ein, S ein ER 1 
f einen. G- Fein. y cos. Os Lecce iR. 
9. s sin. sin. 5 f sin. 2 . 8 
Song it auch 9 
| 2r sin. 2 * ＋ sin. 2 6 K sin. 2 
* 247. . 8 A n 


N N T Sin. *- 0 
9 l u WEL 
& it 1 ra 


cos.u-}cos. eos 5. cos. Teos 2. Tein. ain. eco. cos +. 
Nr = = Can, ‚u (1—c0s. %) + cos g + sin. «sin, ß 
5 —= (1—z sin. Z) 2 sin. 26 ＋1—29 sin. 28¹ 


a 55 ein. a sin. 2 PR 

=ı +sin. « sin. gf ein. Z C sin. „ 

\ =ı+4 sin. I & sin. 5 b cos. 2 eos. 28 
4 sin Z c sin. 2 8² 


. 214 4 ein. 4 2 . sin.Eß (eos. 4 4 cos. 4h 
2 N sin: Z c sin. 2) 


f i — 8 4 sin. . 5 * sin. 2 6 sin. 2 Y. 
Alſo iſt | | 


cos. & +c0s.ß+ eo y— 1 we ein. 2 „sin. f fein. 4 29, 
folglich vermöge (246. ) . | 


1 N i 8 
248. 5 e Ei cos. B ＋ cos. 7 — 1. 


e „„ 
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Wenn der Sägen Inpa des Dreiecks =, ſo it 
1 NE a i he a 
10 W Abe 


* 


| Dieſes giebt 


90 der Umfang a Abe des Dreiecks mit dem Salsmee : 
des eingeſchriebenen Kreiſes anten 5 SR den doppelten 


Flächen Inhalt. 5 


ei wi 5 B. 24. been &. es war aber m 


2sin. 
ifo iſt N 


5 i abe. ' 1 
Bi ET eh 1 


5 . Ir a+b+c . 


Durch die Seiten ausgedruckt, iſt bekanntlich 5 Inhalt 


A AT ((a+b+c)@4+b—e) @—b+J(b+c—a)), 


alfe weil Bi aA a, ER 
15 Ruten abc en 
fo if 
e 2 1 eee eee 
% ar ara ala TE ENTE ET En 
R a be n 


N Eötfernüz zwiſchen den Mirtetpunkten des in⸗ 


und KAT eren e ee 


f 120. . f NE 
Bekanntlich iſt das Quadrat dieſer Entfernungen gleich Mi 


Quadrat des Halbmeſſers des umſchriebenen Kreiſes weniger dem 
N doppelten Produkte der Halbmeſſer des in⸗ und des umſchriebenen 
Kreiſes. Von dieſem einfachen Satz iſt der Beweis gewohnlich 

nicht eben ſo einfach. Folgender Beweis iſt ziemlich kurz. | 


Fig. 30. Es iſt naͤmlich MBR, NB Dr cosec. ß 


| 00 MBN MBC—N BC= — 9 B= — —55 E —2 * 


2 (sc). 
Da nun MN®—B M-FBN®—2BM.BN eos. M E x, ſo 


‚hält man file die Entfernung der Mittelpunkte, die D heißen ſoll, 


osec 22 — ee, 80s. me) oder 
cos 2 ( — 4 


: 3 
f eh sin. 2 3 


b. N —3 2 


Rın iſt 2 
ä 40-0 eos. 2 (V + 9 +2sin.Zysin.ge 
sin. 3g ＋ 2sin. Z Yin. Z c, 


a iſt ale 
sin. 3 25 sin. E 3 

2 . R R rn en 
D R- RT Kr. . 50 ＋ era er ——- oder 
D = R- 2 Rır — ——— 75 . Rein 2 sin. 2 zus Ze): 


Es war aber ae an ty (246,), alſo iſt 
253. DR. — Rr, 
welches bewieſen werden ſollte. 


f 121. Fun Ä 52 
Im dritten Bande der Annalen der Mathematik S. 346 x. 


hat Garnier folgenden Beweis gegeben, der dem vorigen aͤhn⸗ 
lich if, Nachdem naͤmlich zuvoͤrderſt, wie oben, die Gleichung 


D’—R?-Fr? cosec. 26 2 Rr cosec. & f̃ eos. 2 (y—x) oder 
2 Rr cos. & (=) sin. 256 =* + (R — 590 sin. 2 2 pr 


gefunden iſt, nimmt Garnier die aͤhnliche Gleichung aus dem 
Dreieck CMN, welche 


2 Rr eos. 4 (g. e)sin,2y—=1? (R. Dꝰ) sin. 4 % iſt. 
Zieht man dieſe beiden Gleichungen von einander ab, ſo kommt 
2 Rr Leos. 2 (y— &) sin. 2 28 —cos. 7 An, sin. 2 51 
N- 0 Gin. 2 f. — ein. 70. 
Nun iſt der Coefficient zu 2 R 
S cos. 2 h cos. sin. 2 ＋ sin. Z & sin. 4 B sin. 2 Y 
eos. 2 & cos. 2 fl sin. 2 ) — sin. T «sin. 4 f sin. 27 


L 


cos. Z (cos. 2 ysin. * 2 sin. 27) N N 
N 5 \ 8 


cos. A sin. 4 ( — 0 „ Ai Mr Er . 
aa. 20h f. 0 . 00 1 
sin. Z cos. 2 f. cos. 2 5 sin. 2 8. a ae 
sin. 2 % 0 — sin. 2 2 2850 n 2 Er 1 

g — si sin. & 2 a,‘ ENTER Br r 

alſo iſt . ee 

58 DR akr, | 
weiches age N) 


Beweiſe des Satzes, daß der Halbmeſſer des 
umſchriebenen Kreiſes in jedem Dreieck. geoͤ⸗ 
ßer iſt, als der Durchmeſſer des eingefchrie 
benen Kreiſes. | 


122. e men 
eue Beweis. Am kuͤrzeſten kann man den Sag 6 
durch den Ausdruck fuͤr die Entfernung der Mittelpunkte be⸗ 
weiſen. Denn da es fuͤr jedes Dreieck ohne Ausnahme einen 
eingeſchriebenen und einen umſchriebenen Kreis giebt, ſo kann 
die Entfernung der Mittelpunkte nie eine angle, Krit, kon 
1905 muß 


1 
„„ 


RER DR -a N 
alem . folglich nothwendig % eee 5 11718 
f 1 254. RD 2 5 8 5 1 48. 
ſehn, 4 BR. 5,0 


IN: \ 
1985 1 mu 


Zweiter Beweis. Der erſte Beweis ſetzt die Formel 
für die Entfernung voraus. Der Satz läßt ſich aber auch ohne 


— 


. N „ N 5 ; 
X‘ 5 5 3 7 \ 15 2 
5 > : 1 i 6 ; a 8 ß En 2 4 
N: 3 — N 2 which 4 7 3 * 
n %%% ur A 2” 
N Hd 5 2 ER e 4 ; 4 
« Ki A! De A N 7 R 555 ve; 
17 & 2 1 * 7 bi, 
IM 1 1 2 4 « 
e 5 N j 5 
4 * * 
. 163 
. * = 


| fie beweiſen. Es iſt dann ein allgemeiner algebraiſcher Satz 
nöthig, der auch fuͤr ſich ſelbſt ne 5 r Aa be⸗ 
ſteht darin, daß allemal u | 
255. abe AT- -HD e = 5 
sin drei beliebige poſitive Zahlen a, b und e iſt. Dieſes läßt 
ſich folgendergeſtalt beweiſen. Es fe, ae. 
a die kleinſte der drei Größen, 
ba m die zunaͤchſt größere, 5 
c=b+n=a+m+n die größte, 55 
fo daß alſo m und n immer pofitiv find, Nun iſtftt 
abe ga (a T m) (aK mn) oder 
a b S Sa am a- n Taz mam? T amn oder 
abc a Zz am am- I- a⸗ n--amn und 
a+b—c=22a-m —a—m—n=a—n . 
a+c—b=2a+ m+n—a—m—=a+n 
— ß 
ie Fr (bega) = (a- n) (an) (an 2m) 
S (a°—n?) (an am) 


== A Tan- e 


Alſo iſt 
abe — (ab- Hebe- — 23-4 Jam Ham? Ta- 2 
ab- zam na- an zmn' rn; 


Sa (m' Fmn n-) T n(n m) 


Nun find m und m immer poſitiv. Folglich iſt 
abe - (ab- e) (a c- b) r immer poſitiv, und 
folglich immer 


eo), (a e- b) (be -a) 


ſo lange a, das heißt, ſo lange alle drei Groͤßen poſitiv ſind, 
denn a iſt die kleinſte von ihnen. 

Ich habe dieſen Satz ſonſt nirgend gefunden. Er gilt nicht 
blos fuͤr den hieſigen Fall, wo die drei Groͤßen a, b, e, die 
drei Seiten eines Dreiecks, und alſo zwei von ihnen zusammen 

| L 3 


von den Halbmeſſen Sr Pee aa. Don. N, m 


b—c)(a—b b a ee 
ne auch, war ce: 05 5 be, us 
8 ee ene 150 


i , . i 3 
\ R N Wr . 
ein ene Nane 0 0 N: 5 


und folglich immer . Ti een e ee e 1 
| 1 a R Dar iſt. i 1 


7 \ - 5 124. 
g 7 8 A 5188 N 


EG Aus den Ausdrücken für 1. 5 5 (agb an. und 2200 kann 


— 


man auch ſchürßen, daß in Face Dreieck 1 { 55 5 


* 


5 256. 8 sin. 2 & sin. 2 ß 5. 2 1 e e 
ee a. sin. &+-sin.ß sin. Dsin. 25 1 28. Lein. 35 


| 258. cos. u f. eos. B-H cos. Y C2 Rn 
ift, welche Saͤtze wieder bei andern Gsignpen BE, fon 
konnen. | * ee 
f Et 
„ e . ee 
1 * N. N Ib 


4 
a 
18 f 


AR eee eee rer Nee 


7 an \ 2 5 * . * 
N ß e 


[2 * 3 4 
* 6. 
3 


Ueber die vier Kreiſe, welche die Seiten eines 
geradlinigen Dreiecks innerhalb und die ver⸗ 
ans ten Seiten außerhalb berühren. 


125. Katt 5 


a Quadrat⸗Wurzel aus dem Produkt der Halbmeſſer dieſer 
vier Kreiſe iſt gleich dem Inhalt des Dreiecks. | 
Dieſer an ſich bekannte Satz läßt ſich auf folgendg eigen⸗ 
thuͤmliche Art herleiten, die en bei andern Getegenhziten 9 
lich ſeyn kann. 0 
| Wenn nämlich die drei Seiten eines Dreiecks (Fig. 5 
AB C Da, b, e find, und der Inhalt des Dreiecks A heißt, 
ſo iſt der Salbmeier des in r, der die Seiten des Dreiecks 


von innen berührt, r „denn dieſer Halbmeſſer, mul⸗ 


Fi ve 
tiplicirt mit dem Umfange des Dreiecks, giebt den doppelten 
Inhalt. Nun laſſe man die Seite c 27 0 „ während fie 
ihre Richtung behält, z. B. bis auf AD, fo wird der einge⸗ 
ſchriebene Kreis kleiner werden, und fag ſein Mittelpunkt 
der Seite AD näher ruͤcken. Er wird in fie fallen für e o. 
Geht man mit e über o hinaus, jedoch ſo, daß man dieſer 
Seite wiederum die nämliche Richtung gegen A C giebt, das 
heißt, den Winkel CAB gleich dem Winkel CAB macht, um 
zuletzt wieder auf ein Dreieck AB C zu kommen, welches dem 
gegebenen ABC gleich und aͤhnlich iſt, fo iſt e negativ, denn 
das Negative iſt das, was aus dem Poſitiven wird, nach dem 
Durchgange durch O. Fuͤr die negative c aber muß, aus dem⸗ 


466 * N 


ſelben Grunde; der Mittelpunkt des Perle Kreis a: der 
entgegengeſetzten Seite von e, das heißt, außerhalb des Dreiecks 
ACH fallen, weil er von innerhalb bis in die Seite ſelbſt ge⸗ 
kommen iſt, und uͤber dieſelbe hinaus ſchreitet, indem e uͤber o 
hinaus, nicht in das Poſitive zuruͤck, ſondern weiter in das * 


gative ging. Folglich bedeutet der Ausdruck bre, wenn 


man darin A und e negativ annimmt, das heißt, ihn auf das \ 
negative Dreieck A' C anwendet, den Halbmeſſer des Kreiſes, 
der von dem Dreieck CAB die Seite e außerhalb, und. folge 
lich von den andern beiden Seiten die Verlaͤngerung beruͤhrt. 
Dieſer Halbmeſſer iſt alſo „ und zwar in dem Sinne, wie der 
des „Brier ABC, das heißt, nach innerhalb gerechnet, 
— 24 
a4 b 
lich iſt, weit der Mittelpunkt enden liegt, ſo iſt daſküe 


= Er jet 1 heißen, We 
Alſo ſind auch die Halbmeſſer der Kreise 1 welche die Seis 
ten b und a außerhalb, je die andern beiden aber in der Ver⸗ 


längerung berühren, und die r“ under“ heißen ſollen, EN. 


RN TR, Bill man nach außerhalb rechnen, wie es natür⸗ 


1 


b A NE 
a le 5 +c—a 
Das Produkt diefer vier Halbe iſt 
ze f . ö 3 1644 ; & 
b 55 


Fr 


RE - 


der Jahalt des Dreiecks. aber iſt bekanntlich 
A K Y(a+b To b A= ＋ 0) (b + . i 


a folgt 16 A ER nn 
Alſo iſt rer" r“ A,, und folglich N 


n 


259 A= (r a), 
welches der Satz iſt. e 


8 R N . 5 


9 


in iA wa 13: 1 i . A 126. . H 2 47 f 


Auch fur die ade kann man G Ausdruck fuͤr die 
Halbmeſſer der Kugeln, welche je eine Fläche außerhalb, und die 
andern drei Flächen in der Verlängerung berühren, unmittelbar 
aus derjenigen fuͤr die eingeſchriebene Kugel ableiten, wenn man 
die Flachen, die außerhalb berührt werden ſollen, negativ ſetzt. 
Wenn namlich der Inhalt der Pyramide P iſt, und die vier 
Seiten- Ebenen A, Naeh D heißen, fo ift der Halbmeſſer der 


re! 


ingefriebenen Kugel = . denn die Summe der 


3 P 
5 
aͤußern Flache ‚ multiplieirt mit dem Halbmeſſer der eingeſchrie⸗ 
benen Kugel, giebt den dreifachen Inhalt. Die Halbmeſſer der 
Kugeln hingegen, welche die Flaͤchen A, B, C oder D außer⸗ 
hall und je die drei andern in der Verlödtgerung berühren 2 ig 


5 ar 2 3 * | 95 3 P 
TTD N ern 
„ 
ABCD A 


| PIE Umſtand bei der Pyramide berührt Langrange im 
zoten. F. feiner Abhandlung über die Pyramide (Memoires 
de Pacademie de Berlin 1273) und nach ihm Carnot in der 
correlation de eing points dans Fespace 3» 16. aber ohne 
die obige Erlaͤuterung. 

Es giebt noch mehrere intereſſante l von den obigen 
vier Kreiſen im 5 Ä 


Berbindet man „ die Mittelpunkte der aͤußern Kreiſe 
mit den Ecken des gegebenen Dieiecks durch gerade Linien, wie 
(Fig. 32.) RB, RC, ſo liegen je zwei dieſer Linien, die in 

einer Ecke anten ſtoßen. wie RC und RC in einer geraden 
Linie; denn KC halbirt den Winkel BCE, rC halbirt den 
Winkel BCA, BCE“ und BCA aber machen zuſammen zwei 
rechte aus; alſo iſt re R ein rechter Winkel; eben fo Rer, 
folglich iſt KC R. eine gerade Linie, und fo die andern. Mit⸗ 


er WE Eh 4 hi g 
nn Er t — * x 
Ne e en a ins 5887 


5 a Be 


le > 68 3 


hin liegen die Mittelpunkte R, R, R“ in den Schein eines 


Dreiecks, in deſſen Seiten ſch die Ken A 2 05 or 
gebenen Dreiecks beſinden. n 


1 we 

Die Winkel der aͤußern Dreiecke, wie B CR, haben die 
Werthe, welche in der Figur eingeſchrieben ſind, wie ohne be⸗ 
ſondere Erläuterung zu ſehen iſt. Alle dieſe Dreiecke find ein⸗ 


ander ahnlich, denn fie find gleichwinklig, 9 ſie fü ind 953 7 
dem gegebenen Dreieck ABC e vo } | 


5 129. N x EN 
f Das Vieretk Br CR hat zwei rechte Winkel b B 
und C, und liegt alſo nicht allein in einem Kreiſe, ſondern 
Rr iſt auch ein Durchmeſſer des Kreiſes um das Viereck, der 
zugleich auch der Kreis um das Dreieck BRC iſt. Der 


meſſer die letztern S . 
Durch ſſer ieſes rn if ai e (244.) 2 * 
weil BRC=p—$A. 1 it 6 5 Nr sin r RU und zu⸗ 
gleich r C r cosec. 2 C = -—— age nat 1 iſt = au ein ‚RC 


“ „sin 4 } 
et sin. r RC. Aber r na alſo 


a sin. 5 


iſt N W sin. r Re, folglich sin. r Resin. 2 ZB, 


und folglih rR C B. Eben fo iſt r KB SAC, und fo die 
andern Winkel, wie es in der Figur bemerkt iſt. 
9 130. g 
Die Entfernungen der Ecken des Dreiecks RR R' von dem 
Mittelpunkt er des in das Dreieck ABC beſchriebenen Er Ä 
‚find ir B. 


— 


4 ni 
in alſd | 9 


261. Du 8e, 3 A, b sec. 4. B, osec. 3 C. 


. * — / 
Da BR ift, fo ift br E — 10 1A 25 
Aber BrA=2p—3A—3B, Alfo ift BrA+BrR—29, 
und folglich iſt Ar R eine gerade Linie. Hochich liegen die Ecken 
der Dreiecke ABC und RR’R” in geraden Linien mit dem Mit⸗ 

e des in das ‚Dreieck ABC befchriebenen W 70 

/ 13 j 
9 N | 132. ' 

Da rAR” ein rechter Winkel iſt, fo iſt RA auf R R- 
ſenkrecht. Folglich ſchneiden ſich die Perpendikel RA, R B und 
KR“ C aus den Scheiteln des Dreiecks RR R“ auf feine gegen⸗ 
uͤberliegenden Seiten in dem Mittelpunkt r des in das Dreieck 
ABC . er uw 


133. b | N 
Wan RE g auf BC perpendicnlär iſt, ſo iſt RE 5 Halb⸗ 
meſſer r des aͤußern Weißes an a und 


5 sin. B An 0 
aa 1 (tang. #BHtang 2C)=a=r' — +} 
’ cos. ZB cos. & C 


7 
„in 2(8＋ 0 cos. A / 
r — m ———— , 
cos. 2 8.2 Bcos. + =C cos. & B cos. 2 C 


——— 


alſo fe die Halbmeſſer der drei aͤußern Kreiſe 


262. cos. ZB cos. 2 Co: 2 C cos. 2 A 
925 cos. K K 8 
* eos. 2 A cos, zB B i 
e ee 

Der Halbmeſſer des innern Kreiſes iſt 
0 ein, Bein 20 UML sina EN ‚sn ! Asın.iB 6445 5 
ee Zi 2 ag Pou x 7 

7 cos. A cos. 2 B f 20 


daraus folgt 


5 cos. 3 (B++0) O) „ in. 2 IA 
— r Da tang,. 2A 
ee cos. 2 ZA Ri aa 8· 


„ na % 
J An * 1 e 11 
1 ’ N 10 9 * N . 1 
alſo t a i . FIN * gr 
N, 3 
Sera 37 Fer alan. 750 n U 
1 263. 1 '—ı—=b tan. 2 ve 


1. rc tang. 20 


Da der Inhalt des Dreiecks ABC— Ver) iſt, ſo iſt 
A ar (be cos. E B cos. 2 B sin. 2B sin. 2 C) oder 


A Bar (be sin. B sin. C) = rab sin. e, wie gehörig. 


134. 
„Der Inhalt der Dreiecke ACR, BC R und ABR. iſt 
a b A. Ana 


FAR, bea! c+a—b’ 4 


denn z. B. der Halbmeſſer des aͤußern Kreiſes von a iſt 


6 5 Diefer iſt das Perpendikel RE des Dreiecks BCR. 


aA 
Die Grundlinie iſt a, alſo iſt der Inhalt bl und ſo die 
andern. KR, 


135. 8 
Der Inhalt des ganzen Dreiecks RR R“, iſt ‚sie 


N = 1 8 a . e e g 

a ee +1). 
Die Größen b+c—a, c+a—b und a+b—c find die 
doppelten Entfernungen der Punkte, in welchen der innere Kreis 
die Seiten beruͤhrt, von den Ecken; denn es iſt z. B. 
ce—(b-@—Bk))=Bk, alſo c—b+a=2Bk, alſo wenn 
dieſe Entfernungen in den Seiten a, b, e, N heißen, 
fo iſt 5 

2k c= ba, a2 m Sa- Tb, zn b— ate, 


und folglich A Mt +, ER 9 oder 


0 5 Ha 7 
110 W 4 * 5 ; 
Be * 1 
zu \ 15 


kit ar", oder 
1 f Ane ? 


7 


nd ak an ekmtbmatenk+akun). 
Der ide Factor rechter Hand iſt | M 
| km(at2n)+n(bm+ck) 4 


15 


km (b Re) Tu me 


. 0a e -b Aba Sn 


Je be ace) 
=( (e- bh) K (bee b: 
+4(b+0)° erb) 


ee eee, 

abe, 
Alſo iſt 

4 ER Aabe 
u 5 . 2 k mn 
Es iſt ber N alſo 

u abe(atb+e 
kmn— r che „folglich K = TER N 


Der Haltmeſſer des um ABC beſchriebenen Kreiſes iſt 
ie * 4 4 (25000. Alſo iſt 


265. . 
das heißt, der Inhalt des Dreiecks RR R' iſt gleich dem Um⸗ 
fange des Dreiecks ABC, multiplieirt mit dem Halbmeſſer des 
um eben dieſes Dreieck ene Kreiſes. | 
| As 


Die Inhalte der Dreiecke ABC und RR R. verhalten ſich 
alſo wie Zr zu R oder wie r zu 2 R, das heißt, wie der Halb⸗ 


4 N u 
0 pn . . 


F RA 
＋ 4 95 Na 
m 
u vi 
m — a: 
\ 


meſſer des in ABC EN Kreiſes zum Durchmeſſr des 
Kreiſes um daſſelbe. Und da der Halbmeſſer des umſchriebenen 
Kreiſes immer mehr als doppelt ſo groß iſt, wie der Halbmeſſer 
des eingeſchriebenen Kreiſes, ſo iſt das Dreieck RRR“ immer 


mehr als viermal fo groß, wie das Dreieck ABC. e 
f 4875 | e 7 > BR 
Da einer fo iſt R@+b+0) 


en folglich in (265.) auch 


"RS 
266, K 45 9 
5 217 


das heißt: der Inhalt des Dreiecks RR R“ iſt auch gleich dem 
Produkt der Seiten des Dreiecks ABC, dividirt durch den 
Durchmeſſer des in daſſelbe beſchriebenen Kreises. 


138. N \ | 
In dem Dreieck RB C iſt, weil ſich die Seiten, wie die 
Sinus der gegenuͤberliegenden Winkel verhalten. 


n 20 


—— —, alſo BR=a — 
cos. S . N cos. 2 A 
e ARB 
Dreieck RBA, i, alſo . 
und in dem SCREEN 10 5 
0 cos. 2 A sin. C cos. 2 A in. 2 
R 8 a e Sarg 8 a 
N cos. 2 U sin, A cos. 4 C sin. 2 
alſo iſt | 
b h cos. 2 C sin. 2 
RB TR“ B oder ( a 
Ä 34 cos. aA sin. 2 A 
sin. 2 (AC cos. 2 B ‚sin, 2B b 
sin ZAcos AA sin. A sin. B sin. 2B 
alſo find die Seiten des N RRR. N 
| BB 8 


6 1 vn ne DR Ba. 1 
9 * . din. Bam sin. 2 Er ‚RR i 


— 1783 — 
daraus folgt au. der Juhalt des Oreiccks RR R. er 110 


g g⁊42ac cos zB u ty 
— R. K Res 2B=—_—_ und 5 
Am R 20 8in. n 
nal abe 
sin. 3 A sin. 2 
weil rb berge pre, r wie oben 6000 
i cos. E383 2 


4 39. 


Der Halbmeſſer des um das Dreieck RR R“ Gefrieenen = 
Kreiſes iſt gleich einer ſeiner Seiten, dividirt durch den zwei⸗ 
fachen Sinus des gegenuͤberliegenden Winkels, alſo iſt 


Hi. | 2 5 
== 2 co. J C ’ folglich, je * R RN sin. 3 40 
33 a n a N 
Bu... oder 


- 2sin.2Ccos.3C 


ne u „ 5 
26 8. eh Frege 
| sin. C 


Der Halbmeſſer des Kreiſes um ABC iſt e „ alſo iſt 
der Halbmeſſer des Kreiſes um RRR“ gerade doppelt ſo groß, 
als der Halbmeſſer des Kreiſes um ABC. 
Diejenigen Halbmeſſer des Kreiſes um RR. R“, welche durch 
1 Ecken R, R, R“ gehen, naͤmlich Rr’, Rr“ und R’r', wenn 
der Mittelpunkt iſt, ſtehen auf den RN des Dreiecks ABC 
ſutrahe, denn es iſt z. B. 


ii 5 R r RAR e 
alſo find in dem gleichſchenkligen Dreieck K x“ R die Winkel 
1 u R —r R R AB, 


folglich iſt in dem Dreieck R’BD der Winkel bei D ein rechter, 
und ſo die andern. 


* 


| 140. | 
Der Punkt er in der Figur ſey der Mittelpunkt des Krei⸗ 
ſes um AB C, x der Mittelpunkt des Kreiſes um ABC, r“ der 


a 
A * 


-Mm—- 


Mittelpunkt des graſes um RR R“, Br 25 Br“ „blen 1 
Perpendikel aus r, 1 0 er auf RR’ feyn, ſo iſt 


sin. 2 Bin 2 C 
I. Br=rcosec. 25 —3 1 Be 

' e n 
5 30 8 Nun * ale BR 2aRsin.A 
cos. 4 A 2 sin. A | 9 

x in. se. ans 

ao Br—2Rsin, 94, oder | an! 

1 nah, 7 j 


| erben 2 
II. B —Br sin.! BR, aber 1 BC -A, 
weil BI C2 A und B „ 6. 
folglich * B R oder r BCHCBR=p—A Hosen 
Se = AT- 2B— 2A 2 (C — A), iſt 
ET = Reos. 4 (A C). 
III. B“ RR D- 2B und a 
RI AR G. 139). Ufo, a r Re *. X FR 
Ye Bir=aRsin.z BB | 
IV. Ferner ift BB r "Beos.rBB Kein. (4 0 


cos. 2 5 
cos. 1 A a: 


v. BBD = RB -—RB'. Aber RBS a 


und 8 sin. R. N alſo 


cos. 2 C 
BB a oe E B oder g 
i 2A 1 
a 2 sin. Acos. 2 C f N 
BB ——.—— 2 cos. B oder 
2 sin. A cos. Z A . ’ 


BB = R. 4 sin. Z A cos. 2 C- 2 R cos. 2 B oder 
BB 2 R (2 sin. E A eos. A C cos. 2 B). 


Aber 2 B= = 3(A＋ C), alſo 
cos. 2 B sin. 4 A cos. 2 C ＋ cos. 2 Ab sin. 2 C, ae 


BB“ 2 Rö Ein. 3 A cos. N ns neee oder 
10 4 BB a R ein. (A- C). 16 A e e ee 
Aus d. und III.) folgt W 1 6 5 0 


b. ne ani. 2A ein. 2 2 0 45 2R sin. 2 B) 
. R (2 sin. 2 2 Asin. 3 C sin. Z B) 
2 R(2sin. 2 Asin. 3 C gCeos. A AcoS IC—sin: 2Asin. 30) 

22 R (sin. Z A sin. 2 C + eos. 2 2 Ae cos. 2 83 
ak cos. (A O). | a | 
Zufolge (i. J aber iſt B Pen cos. 2 z 2 (A— _c), allo it 

Br B““ 

ee 

Aus (IV. und V.) aber folgt 

2270. BE’—2BR', 


269. ur, 


daraus folgt, daß rr'r” eine gerade Linie und rr r' iſt, 


das heißt, daß die Mittelpunkte an drei Kreiſe, in ABC, um 


ABC und um R R' R“ in einer geraden Linie liegen, der Mit⸗ 
telpunkt des Kreiſes in AB C aber mitten zwiſchen die Mittel⸗ 
punkte der Kreiſe in ABC und um RRR“ fällt, 


141. 


Der Halbmeſſer der Kreiſe um die 5 Dreicke B CR, 
ACR und ABR ſind 


a b e 
2 cos. 2 KA 2c. 2 B 2 cos. 2 C 


alſo iſt, wenn ſolche k, P' und P“ heißen, 


gi, abe | abe 
PF 8 cos. SAcos. FBcos. u (sin. in. C) Ga 1 
90 a he sin. A 4262 be a 
792 . 28in. A a-+-b-+c 
abe 4 
(244.). Aber —2Rı (256,), alſo iſt 


Abe 8 


* 3 1 l 2 


2 6 
en DE e a) 9 8 ee 650 


5 das heißt: das Produkt der Halbmeſſer der ae um die drei 
zußern Dreiecke BC R, ACR und AB R“ iſt gleich dem dop⸗ * 

pelten Produkte vom Quadrat des Halbmeſſers des Kreiſes um 
Az C in den Halbmeſſer des Kreiſes in ABC. n 

Es giebt gewiß noch mehrere recht einfache und merkwuͤr⸗ 

dige Saͤtze fuͤr dieſe vier Kreiſe, und es iſt in der That bewun⸗ 

dernswuͤrdig „ daß eine fo einfache Figur, wie das Dreieck, fo 

unerſchöͤpflich an Eigenſchaften iſt. Wie viele noch unbekannte 
„ anderer Nahen mag es nicht irn, 4 


„Ai #283 


D ” „ N — „ . 
Wee e u 1278 nt: Ire: fr 2 ee ene 
een eee bend i em os. enn een 


Pr „„ rc an de ae „ 3 
* 4 5 15 | Ph mar) 92 3, en) A 3 fr) 17 14 ‚| TH “ir 
133 160 0 7414 HM si 9132 4 1 — 1 4 gt 
* ’ 
— 
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1 . — — ——— 
- 7 Kir “ s 25 I 7 1 
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Einige Bemerkungen über bie. Differential. 
und o Juteatal-RKechnung 


‚os Pe 


N. kann bekanntlich dem algebraiſchen Ausdrucke einer r Größe, 
die von andern Größen abhaͤngt, verſchiedene und oft beliebige 
Formen geben. Man kann z. B. einen Bruch in andere Bruͤche 
zerlegen, oder Zaͤhler und Nenner durch Addition, Multiplication 
oder Potenziirung verändern, oder den Bruch in eine Reihe ver 


T 
wandeln u. dgl.; z. B. ſtatt des Bruchs y—= ——— 


5 75 man 


1 
E +2 oder y=ı4+x° 


4 
T x= N 3 


ſchi ee 
15 ſ. w. Ale 2 e bedeu⸗ 
ten alle völlig Eins und daſſelbe. 7 


Man kann Fand die veraͤnderte dom eines Ausdrucks wille 
kuͤhrlich im Voraus annehmen, und aus den Eigenſchaften des 
gegebenen Ausdrucks die in die willkürliche Form eingeführte 
neue Größe hiernach beſtimmen, welches das vielfältig. vor⸗ 
kommende Verfahren der Descartſchen Methode der unbe⸗ 
ee Coefſicienten iſt. Man kann z. B. ten det obige 


F AB 
Bruch —— ſoll 10 die Bor rer 


gebracht werden, fo muß man aus der gegebenen Gr öfe - 


die unbeſthae nun eingeführten Größen a, 8, v zu ee 


men ſuchen. Dieſes geſchieht hier, wenn man die Gleichung 


; I i { 5 1 „ „ 
PE A ( — x multiplicirt. 


Man N 


121 Leer hohen. 


— K* Tes Age 


und weil die Coefficienten zu gleichen Potenztb von x. ui beiden 
Seiten der Gleichung gleich ſeyn muͤſſen, «o, B—ı=o0, 


alſo B=15 Y- o, alſo y=o, = g =, alle 
ee A u. ſ. „Pr alſo „„ 
eke, 


Iſt fuͤr einen gegebenen Ausdruck eine Form angenommen 


worden, die er ſeiner Natur nach nicht haben kann, ſo zeigt ſich 


Nacht haben muͤſſen. 


ſolches unfehlbar dadurch, daß man fuͤr die unbeſtimmten Coeffi⸗ 
cienten gar nichts oder unmögliche Größen findet. 1 war es 
e a Die 
Form Itex EN. . iſt eine ſolche „ die dieſer Bruch gar 
nicht bekommen kann. Sie war unrichtig angenommen, was 
man im Voraus ohne beſondere Huͤlfsmittel nicht wiſſen konnte, 
daher fand man auch K = o, y=ox. Die richtige Form 
waͤre geweſen INTEX“. 5 welches aber die Rechnung 
anzeigte, und nothwendig anzeigen mußte, weil man, wenn man 
etwas anders Unrichtiges fan hätte, nothwendig haͤtte falſch 


in dem oben genommenen Beſpiee des Bruches 


— 7 


* f 5 1 — 
12 5 N 4 N 
7 ’ 5 4 
* 1 ! 75 \ 
5 N i ; 


Man a ſch a Sie unbedingt auf die Rechnung 
i 8 Man iſt alſo in der Wahl der Form, auf welche 
man einen Ausdruck 1 will, 0 71 9 | 


2 


Be fe le s. | 
Man darf alſo ganz allgemein verlangen, z. B. eine ee 
von XK und andern 3 abhaͤngende 1 fx . en die 
Form | 


m‘ 


fs=e+ßstrx thin. 


gebracht werden, in welcher die Coefficienten a, = 1 2 65 kein x 
enthalten, und welche Form ſich zu den verſchiedenen Rechnungen 
mit einer Größe, wie fx, und zu den Anwendungen derſelben 
auf concrete Faͤlle beſonders eignet. Iſt es möglich „ daß die 
Groͤße x auf dieſe Form gebracht werden kann, ſo wird man 


für die unbeſtimmten Coefficienten &, 6, Y.... ihre gehörigen | 


Werthe finden. Iſt es nicht moͤglich, ſo muß ſolches die Rech⸗ 
nung wühwendig anzeigen. 


146. 


Offenbar werden die Coefficienten immer wieder andere ſeyn, 


fuͤr jede andere Zuſammenſetzung der Größe fx, die f anzeigt, 


und die Aufgabe beſteht darin, dieſe Coefficienten aus den Eigen⸗ 


e und der Zuſammenſetzungs⸗ ⸗Art der Größe k zu fin⸗ 


den, wie s 5 B. oben bei dem Bruch 1 - EA der 
De 


7 


Fall war. in 


ges 
Bei diefer Aufgabe 75 die erſte Frage, ob nicht zwiſchen 2 
Größen a, B, 1 allgemein irgend ein, für jede beliebige Zu⸗ 
ſammenſetzungs⸗Art der Größe kx geltendes Verhaͤltniß Statt 
finde, welches in der That der Fall iſt. 
Man laſſe namlich die Größe x um die Größe K ſich ver⸗ 
ändern, fo geht f e BX TIN in in 


TTD 


- 


über, Man entwitkele 19a ein Glied der Reihe r chter Han 

N B. das Glied 4 (X I )m, fo iſt, vermöge des binomiſchen 
Lehrſatzes, der bekanntlich für ganze poſitive Exponen⸗ 
ten, wie er hier noͤthig iſt, leicht und ſtrenge „ z. B. durch die 
bloße Multiplication oder Combination der beiden Theile des 


Binomiums ir werden kann, e 


m. (m- 1). mn Eh, 3 Die Glieder der entwickelten Größe von 
(Em aber haben die Eigenschaft, daß aus dem Coefficienten 


3 7 1. 


K* k 
von K derjenige von. 25 aus dieſem derjenige 9 N ac. ganz 6 


geen fo gefunden wird, wie aus dem erſten Gliede em der 
Coefficient zu k. Denn dieſer letzte wird, wie man ſieht, aus 
der Größe Xm gefunden, wenn man den Exponenten m dieſer 


Größe um Eins vermindert, und die entſtehende Größe xm-1 
mit dem Exponenten m multiplicirt. Wendet man ganz das 


naͤmliche Verfahren auf den Coefficienten mmi von k an, fo 


2 


k 
kommt m.(m— ı)xm-2, welches der Coefficient von iſt ꝛc. 


Dieſes gilt nun fir jedes einzelne Glied der Reihe «++ B&+k) 


+y(s+k)*...., folglich auch fuͤr ihre Summe. Bezieht man 


daher das Verfahren, welches angewendet werden muß, um aus 
der Summe der erſten Glieder der Reihe ohne k, die Summe 
aller Coefficienten zu k zu ſinden durch ein vor die erſte Summe 
geſetztes d, fo kann man durch ein wiederholtes d oder durch d? 
das Verfahren bezeichnen, durch welches ſich aus der Summe 


2 „ x EN 
der Coefficienten zu K dee 917 Coefficienten von — 7 finden 
f laͤßt u. ſ. w. 


Die Summe der erſten Glieder fake k ift aber aich an⸗ 


ders, als x ſelbſt, denn fie iſt + Bxtyx — * welches 
ke war. Bezeichnet daher dfx das Verfahren, welches den 


Coefficienten von k in f (XE) giebt, fo kann d(dfx), oder 


d’fx dasjenige Verfahren bezeichnen, welches den ‚Eorffeienten - 


K* 
zu 2 giebt u. fa w. Ki iſt überhaupt „ ganz, ‚allgemein, 


u und ohne * ale Nach auf die oben, 5 Tom 


we 


.. 


von fx 


a N 


i 2401 


En nirn etre. 1 


das heißt; die Glieder der, entwickelten Größe 1 wenn | 
man im, Voraus feſtſetzt, daß in derſelben k nur in Potenzen 


von ganzen poſitiven Exponenten vorkommen ſoll, haben, ganz 


allgemein, ohne Ruͤckſicht auf die Art der Zuſammenſetzung von 


f, die Eigenſchaft, daß ſie nach der Reihe eines aus dem an⸗ 
dern ganz durch einerlei Operation gefunden werden, naͤmlich: 


wenn df x den Coefficienten zu k in der Entwickelung von 


f bedeutet, . u der Corfficient z zu En der nämlich, den 


„ 


man erhalten. würde pr wenn man in 3 von neuem X ＋ k 


ſtatt x ſetzte „und den. Coefficienten des erſten Gliedes dieſer 


neuen Entwickelung von 5 ae und ſo die 
Neue, due. 


Setzt man nun in rg ur) und affen Pe Entwickelung 5 
Kl X und xs und zeigt durch eine vor x geſzte o an, daß 


xd ſeyn ſoll, ſo kommt Ä 
m 3 
ebend 25 e 


Bagbicht man fe Sichuan mit del Aufanhs, lernen 


* unbeſtimmten Coefficienten 
m fat pxt re Ale de 


4 
fo findet man, daß als, 93 d fox, re u. ſ. w. 
iſt, und daß alſo dieſe Eoefficienten wirklich ganz allgemein unter 
einander in einem gewiſſen 5 ſtehen oder einer von dem 
andern ene 


148. 


Die gewöhnllche Art, wie man dieſes allgemeine Geſetz der 
Entwickelung von f 6. 401) findet, weicht von der vorigen ab. 


Sie mag, weil len nicht weniger klar it, ac üben 
werden. N e 

Iſt nämlich z. B. X innerhalb Ba eines S cbele, 
durch fx angedeuteten Ausdrucks eine Größe, die verſchiedene, 
zuweilen unzählige, Werthe erhalten kann, waͤhrend die andern 
etwa in dem Ausdrucke noch vorkommenden Größen die naͤm⸗ 
lichen bleiben, wie z. B. die Abſciſſe einer Curve, die unzählige 
verſchiedene Werthe bekommen kann, während die conſtanten 
Groͤßen, welche die Curve beſtimmen, z. B. die Axe und andere 
Parameter die nämlichen bleiben, ſo kann man irgend zwei ver⸗ 
ſchiedene Werthe von x durch x und X k bezeichnen. k bedeu⸗ 
tet den Unterſchied dieſer beiden Werthe. Verlangt man nun, 
der Ausdruck kx für den Werth k von x, alſo der Aus⸗ 
druck f(x I k) ſolle fo entwickelt werden, daß k nur in Poten⸗ 
g zen von ganzen eee Exponenten erſcheint, ſo daß alſo 


STD TAE Trb ts... 
iſt, wenn p, J, r, Größen find, die kein k, a nur 
xX und Conſtanten enthalten, fo verändere man x um eine neue 
Große e, ſo daß f renk) aus f(X ) wird, ſo iſt klar, 
daß ſich p, q, r, s.... ebenfalls ſaͤmmtlich verändern werden, 
weil man in dieſe Größen ebenfalls X Pe ſtatt x ſetzen muß. 
Da aber p, q, r, s eben wie kx ſelbſt, Größen find, die von 
x und Conſtanten abhaͤngen, ſo kann man dem, was aus ihnen 
wird, wenn man Xx e ſtatt x ſetzt, eine Form geben, die der 
von f(X TK) ahnlich iſt. Man kann alſo das, was aus | 
„„ wind . wenn man darin x+e ſtatt X ſetzt, 
durch = 
ER p TP. ep“ * N g 
i 4 eg!“ ee. 2 20 u, s. ., 
bezeichnen, folglich | | e 
f(a+k+e)=p ke e 
＋ (4 dle d“e⸗ A 3 
® | | + k?(r' Are, ax En a . u) 20. 
ſetzen. Nun erhält man aber offenbar die nämliche Große 


dem halben zweiten Coefficienten q 


FES T ke), wenn man K ſtatt * um e fi Beummindeen läßt, 


alſo iſt auch, weil fa+k=p+ak+rk % Wär, 


tober Tacken RR ho 


N De: \ | 1 \ 
ne. 6 
„ null are ae... 
n  +E@+3se....) c. e 


Begglecht man in den beiden Ausdrücken von f 6 5 
i gleiche Coefficienten von k und e, fo findet ſich erſtlich aus den 


N 


aim: Beihen BAAR Reihen von Gliedern 


4 p =p, q ur c. 


welches anzeigt „ daß die erſten Glieder p, q Erna. UR DE 


Entwickelung der Größen p, q, r...., wenn man darin xe 


ſtatt x feßt, die Größen ſelbſt ſind. 
Die beiden zweiten verticalen Reihen geben 


0 0 — 9 Sar, r e 735 
4 =P. „rd., S r .en 


orten anzeigt, daß der zweite Coeffieient q in der entuikehng 
von ( ＋ k) dem zweiten Coefficienten p“ in der Entwickelung 
von p, der dritte Coefficient r in der Entwickelung von f(x+k) 
in der Entwickelung von % 
der vierte Coefficient s ein Dritttheil des zweiten Coefficienten 1“ 
in der Entwickelung von r gleich ſey u. ſ. w., daß alſo der 
zweite Coefficient q in der Entwickelung von (X TE) aus dem 
erſten Gliede p gefunden werde, wenn man in demſelben x Pe 
ſtatt x ſetzt, und in der entſtehenden Entwickelung den Coeffi⸗ 
cienten zu e nimmt, der Coefficient r aus q, wenn man in 
q, Xx Te ſtatt x ſetzt, und den halben Coefficienten zu e nimmt, 
der n s aus r, wenn man in r, Xe ſtatt x ſetzt, 
und 3 des Coefficienten zu e nimmt u. ſ. w., immer einen aus 
dem andern. Da hierdurch ſchon das allgemeine Geſetz der Ab- 


haͤngigkeit der Eoefficienten p, g, r beſtimmt iſt, fo braucht man 


U 


die folgenden verticalen Bea 155 mehr, die . 
Rämtih geben, 49 1 Gr 74 ka Ti Wan gi A 


Nun iſt aber das erſte Glied p die Größe 28 felbſt, 
fs+k)=p-+tgk+rk. . giebt, wenn man k 1 
fx Sp. Alſo wird q efunden, wenn man in, fx, xe ſtatt 
x ſetzt, und den Coefficienten zu e nimmt. Bezeichnet man 

dieſes Verfahren durch ein d, fo kann man ſchreiben g d fx. 
Nun wurde 1 aus 4 1 wenn man in q, X e ſtatt e 
ſetzt, und den bahn. Coefficienten zu e nimmt. Das Verfahren 
iſt voͤllig das vorige, und muß alſo jetzt nothwendig wiederum 
durch d bezeichnet werden; folglich iſt r Edd fx oder r=3dHx; 
Ferner 1505 s aus r gefunden, wenn man in r, X e ſtatt x 
ſetzt und 3 des Coefficienten zu . nimmt 1 alſo abermals durch 


df | 
das gleiche Bofahn; Alfo iſt s age oder 5 nr Kr 
Min iſt überhaupt e e e e 50 ah t e 


TORUSER SER ERS dafx et Ze 


und es findet ſich, daß Kir jede beliebige een Art 
der Größe kx die Coefficienten p, , r, 8. zu ki, ke, kà, K 

der Entwickelung von fix +k), wenn man verlangt, daß 
gelben die Geſtalt fs EE) A PTAK r K haben ſoll, 
allemal der Reihe nach völlig durch eben das Verfahren einer 
aus dem andern abgeleitet werden muͤſſen, durch welches 
man den Coefficienten zu k aus der Größe kx ſelbſt findet. 
Dieſe Entwickelung von f k) druͤckt das Naͤmliche aus, 
was der unter dem Namen des Taylorſchen bekannte Satz ent⸗ 
hält, allein ihre Herleitung iſt von der Herleitung dieſes Satzes 
ganz verſchieden. Hier findet ſich die Entwickelung unmittelbar 
aus gewöhnlichen algebraiſchen Saͤtzen. Der Taylorſche Satz 
hingegen wird ruͤckwaͤrts durch die Differential = Rechnung ge⸗ 
funden „ die aber, wenn ſie ſich auf ihn nicht gruͤndet, fremd⸗ 
artige Begriffe zu Huͤlfe an vo Weg die ae Mm 
cipien nicht era R ; 


Ne 


9 Br 185 * 
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Enthält ein Ausdru ck mehrere veränderliche Größen, ß 
haucht man die obige Nachweiſung der Abhaͤngigkeit der Coeffi⸗ 
cienten von einander nicht zu wiederholen, ſondern man darf nur 
die Größen abgeſondert, eine nach der andern, ſich veraͤndern 


laſſen, welches 9 - ere, Größen etwas Aehnüches 
v en! | H 


420. e e 

Fo dieser Abhangigkeit der Coefficienten p, q, r von ein⸗ 
ander beruht nun die geſammte Differential- und Integral⸗ 
Rechnung. Ihre Baſis iſt jenes Verhaͤltniß zwiſchen den 
Coefficienten p, , 1. .., und daſſelbe giebt ihr das Daſeyn. 
Man kann naͤmlich ſchon, wenn man nur den erſten Coefficien⸗ 
ten aus der urſprunglichen Größe abzuleiten weiß, ſogleich die 
ganze Entwickelung vollenden, denn jeder folgende Coefficient iſt 
der erſte in der Entwickelung des vorhergehenden. Man kann 
alſo durch jene allgemeine Eigenſchaften der Coefficienten ſchon 
jedem beliebigen Ausdruck die Geſtalt p PAK TTR. und 
wenn man X o und k x ſetzt, jedem beliebigen Aus druck f 
die Geſtalt BX EVN. .. geben, wo a, B, Y. kein x 
mehr enthält, welches fuͤr den ahl, von großer Wichngkeit iſt. 
Der verwandelte Ausdruck iſt ubrigens keinesweges nothwendig 
eine unendliche Reihe, ſondern er bricht ab, ſobald irgend ein 
Coefficient kein X mehr enthaͤlt; z. B. wenn fx =, ſo iſt 
f THS GTE XTX ZK TANK TKZ. Hier iſt 
f e *, df = J df = a, 
df x O . ſ. w. Der Mar einer ſachen Walzen iſt 
hoͤchſt mannichfach. 

Sucht man z. B. die re ee „ oder, wenn 
von einem Gegenſtande aus der Mechanik, oder ſonſt irgend 
etwas Anderm die Rede iſt, ſonſt die zugehoͤrige Bedeutung des 
erſten Eoefficienten auf, wenn diejenige der Größe fx gegeben 
iſt, oder umgekehrt, ſo findet man durch den bloßen Caleul, naͤm⸗ 
lich aus der Art der Abhängigkeit des erſten Coefficienten von 
der Stammgröße, welche ſich nothwendig nach der Zuſammen— 
ſetzungs- Art derſelben richtet, eine aus der andern. Auch die 


* 


x 


x J A ah 1 Fe 
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zweiten und folgenden Coefficienten haben ihr emen 
dem Gegenſtande, auf welchen ſich die Stammgröße Pre a 


eines aus dem andern finden, erfordert nur die Wiederholung der 
nämlichen Operation. Die Coefficienten aus der Stammgroͤße 


ableiten, hat man Differentiiren, „das umgekehrte Verfahren Ins 
tegriren genannt, aber, wie weiter unten gezeigt werden wird, ſehr 


uneigentlich. Die große Ausdehnung der Anwendung beider 
Rechnungs = Methoden ift übrigens bekannt. 
* \ 7 ’ x 


151. 


„Hir fell blos ne, werden daß wie aben bei Un Be⸗ 


ee Über das Haupt- Princip der Differential- und In⸗ 
tegral⸗Rechnung deutlich zu ſehen, durchaus keine Saͤtze oder 


Anſichten dabei noͤthig find," die nicht die Abgebra ſchon 


enthielte, „und die nicht jeden Augenblick auch außer der ſoge⸗ 


nannten Differential = und Integral- Rechnung gebraucht wuͤrden. 
So iſt es mit der Methode der unbeſtimmten Coefficienten, die a 


die Algebra lehrt, und auf welcher hier Alles beruht. on 
Es läßt ſich alſo mit Grunde ſagen, daß die Differential⸗ 
und Integrale Rechnung ſich von der Algebra mit Unrecht ab⸗ 


ſondern. Sie ſind nichts weiter, als ein Abſchnitt derſelben, und 


Kramp z. B. hat ſehr Recht, wenn er ſchon in ſeiner Algebra 
die Derivationen, die nichts anders find, als die Coefficienten der 
obigen Entwickelung, einfuͤhrt. Man ſchadet unſtreitig der Klar 


heit der Begriffe, wenn man andere fremde Saͤtze und Anſichten 
in die Differential- und Integral⸗Rechnung hinein miſcht, die 
dazu nicht nothwendig ſind. Die Vereinigung der Differential⸗ 


und Integral⸗Rechnung mit der Algebra wird auch wahrſchein⸗ 
lich nicht lange mehr ausbleiben, „ ſeitdem einmal die Haupt⸗ 
ſchwierigkeit uͤberwunden, namlich die Principien aus bloßen 
algebraiſchen Saͤtzen hergeleitet ſind, wovon das Verdienſt un⸗ 


ſtreitig Lagrange zugehoͤrt, denn in ſeinen beiden Werken: 


Theorie des fonctiens und Legons sur le caleul' des fonctions 
hat derſelbe dieſe 3 in der en bis dur eee 
gegeben. 

Bis auf henne ſuchte man ſich bekanntlich „ wenn es 
darauf ankam, die Methode zu begruͤnden, mit dem Unendlich⸗ 


“ 1 8.5 5 7 5 3 
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Großen und. dem wn zu helfende Allein von dem 
Anendlichen hat der menſchliche Verſtand ſchwerlich etwas mehr, 
als die Ahnung, aber keinen Begriff, und je mehr Worte man 
uͤber Dinge macht, die außer der menſchlichen Erkenntniß liegen, 
je mehr nur verhuͤllet man ſie, ſtatt ſie zu erklaren. Zwar windet 


ſich gerade aus dem unbegreiflichen Unendlichen des Menſchen 
Erkenntniß hervor und verliert ſich auch in dem Unendlichen. 
Aber nur zwiſchen dieſen beiden Unendlichen liegt, was einem 
unvollkommenen Weſen klar iſt. Des Unendlichen wegen ſon⸗ 
derte ſich die Differential = und Integral = Rechnung von der 
Algebra ab, und maßte ſich den Rang eines hoͤhern Theils der 
Mathematik an; allein gewiß beides mit Unrecht. Wie auch 
aus der obigen Darſtellung zu ſehen, kommt bei der Begruͤn⸗ 
dung ihrer Principien auch nicht eine Spur vom Unendlichen vor, 


und durch eine vollſtaͤndige Abhandlung der Rechnung, in der 


Abſicht geſchrieben, das Schwere leicht und das Dunkle klar 
zu machen „ wurde ſich zeigen laſſen, daß in dem ganzen Um⸗ 
fange der Rechnung das Unendliche nicht einmal zu nennen 
nöthig ſey. Was den Rang des Höhern betrifft, fo liegt der= 


ſelbe vielleicht eher in den Elementen, als in einer abgeſonderten 


Methode. Es ließe ſich wohl beweiſen, daß die Differential⸗ und 


Integral⸗Rechnung der nämlichen Faſſungskraft zuganglich zu 


ſenſchaft ſelbſt; denn nur die Begriffe pflegen dem Verſtande 


machen ſey, die den Elementen gewachſen iſt, und ich meines 


Theils habe die feſte Ueberzeugung, das die Elemente des Euclides 


ganz zu ergruͤnden, ſelbſt mehr Scharfſinn gehoͤrt, als zu der ge⸗ 


net ſich von den ältern Methoden durch die Leichtigkeit aus, 
mit welcher ſie zu den Reſultaten fuͤhrt, und nichts weiter, als 
ein Theil der Algebra iſt die Differential⸗ und Integral⸗ Rech⸗ 


nung, ſelbſt nicht der ſchwierigſte; denn die Theorie der Glei⸗ 


chungen, glaube ich, kann man ſchwieriger nennen, vielleicht des⸗ 
halb, weil ſie weniger vollendet iſt. Wird jetzt die Differential⸗ 
und Integral⸗ Rechnung dem Lernenden ſchwer, fo liegt es 
wahrſcheinlich nicht an ihm, ſondern an dem Vortrage der Wiſ⸗ 


ſchwer zu fallen, die nicht mit ſich ſelbſt im Reinen ſind. Leicht 
iſt alles Klare, ſchwer das Dunkle und Unvollendete. Wie viel 


ſammten Differential⸗ und Integral⸗Rechnung. Die Algebra zeich⸗ 
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f buch einen einfachen anſpruchloſen Vortrag, * der der de 8 ſo ge⸗ 
nannte Höhere elementar zu machen ſucht, auch fuͤr die- Diffe⸗ 


rential⸗ und Integral-Rechnung gewinnen laſſe, habe ich aus 


einem merkwuͤrdigen Verſuche geſehen. Ich habe einige junge 
Leute von verſchiedener Faſſungskraft, denen ich Algebra vortra⸗ 
gen ſollte, und die von der Differential -und Integral-Rech⸗ 
nung noch keine beſtimmten Begriffe hatten, ungefähr auf einem 
Wege, wie der obige, bei den Principien, mitten in die Grund⸗ 
lehren der Differential- und Integral⸗ Rechnung hinein gefuͤhrt, 
ohne ihnen zu fügen, wo fie waren. Keiner von ihnen fand einen 
Anſtoß. Manches in der Algebra war ihnen ſchwer geworden. 
Hier fand Niemand Schwierigkeiten, und nicht gering war ihre 
5 Verwunderung, als fie am Ende hörten, fie hätten die Anfänge 
der Differential- und Integral⸗ Rechnung gelernt. Die billige 


Frage, wo denn nun eigentlich das Unendliche nothwendig ſey, 


von welchem ſie ſo viel gehört, konnte ich ihnen 9 RE 


| Nees denn an want es bee . t ett 


Die Differential- und Integral⸗ ee „auch die Bas 
riations⸗Rechnung mit eingeſchloſſen, von welcher letztern ich bei 
einer andern Gelegenheit zu reden und naͤher nachzuweiſen hoffe, 
daß auch ſie elementar ſich machen läßt, iſt recht eigentlich ein 
zweiter Abſchnitt der Algebra, der ſich durch nichts vf von a un 
terſcheidet, als durch größere Allgemeinheit. 

Die Arithmetik lehrt mit beſtimmten Zahlen 504 Site 
rechnen, die Algebra allgemeiner mit unbeſtimmten Zählen oder 
Buchſtaben, für die es alſo gleichgültig iſt, ob fie bekannt oder 
unbekannt ſind, jedoch nach beſtimmten Formen oder nach be⸗ 
ſtimmten Geſtalten der Ausdruͤcke. In der Differential⸗ und 


Integral-Rechnung kann noch allgemeiner auch die Geſtalt der 
Ausdrücke unbeſtimmt ſeyn. Sie beruht auf den obigen Geſetzen f 


der Coefficienten fuͤr beliebige Formen. Doch hat ſie auch in 


vielen Anwendungen eben ſo beftimmte Formen der Ausdrücke, / 


als der Algebra uͤbriger Theil. Sie geht von der einzigen ihr 
eigenthuͤmlichen Idee aus, den Ausdrucken eine Geſtalt zu geben, 
in welcher die Lerändikhen Groͤßen abgeſondert ſind, wie oben. 
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Die Mittel aber, n ſie zu der ausannog gu, liefert 
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ES läßt ſich fragen, warum ich hier von Neuem über die 
Principien der Differential- und Integral-Rechnung geſprochen 
habe, da ſolches ſchon in andern Büchern geſchehen, auch Las 
grange ſo vortrefflich und ausfuͤhrlich davon gehandelt, ja ich 
ſelbſt in dem erſten Theil meines Verſuches uͤber dieſe Rechnung, 
der 1813 bei Vandenhoek und Ruprecht in Göttingen erſchienen 
iſt, und ſpaͤterhin in einer kleinen Schrift uͤber die Anwendung 
der Rechnung, Berlin, bei Maurer 1816, davon gehandelt habe. 
Eines Theils hatte ich, wie ſich aus der Vergleichung des Obigen 


mit dem Vorherigen zeigen wird, Einiges nachzuholen, andern 


Theils iſt der Gegenſtand immer noch ziemlich neu, und es 
ſcheint, daß man noch immer nicht oft und angelegentlich genug 


davon reden koͤnne, da die aͤltere Methode RN einige Ders 


theidigen hat e enn 76799 9 ＋ 

Nachholen zu muͤſſen . ich 4 einen Berſuch 
den Umſtand noch deutlicher zu machen, daß man die Form der 
entwickelten Größe f(X Tk) oder fx willkuͤhrlich annehmen 
koͤnne und muͤſſe. Gewoͤhnlich pflegt man einen Beweis voraus 


zu ſchicken, daß die Größe ( ) in einen Ausdruck von der 


Geſtalt pK TK. . . . verwandelt werden koͤnne, allein ein 
ſolcher Beweis iſt een Ueberzeugung weder noͤthig, noch 
möglich, Denn der Satz ſelbſt findet wirklich nicht Statt, 
folglich kann er ſich auch nicht beweiſen laſſen. Man kann kei⸗ 
nesweges immer e e in einen Ausdruck von der wal; 


p him kg+kr. ins verwandeln, z. B. den obigen Bruch —3 


nicht, der wiamehr die Geſtalt p+ EHT... haben 8 


den Logarithmen von x nicht, alle Größen fuͤr beſtimmte ein⸗ 


zelne Werthe von X nicht, die einen oder mehrere Coefficienten 


unendlich groß machen. Die Verwandlung iſt nur da moglich, 
wo ſich wirkliche Werthe für. die Coefficienten finden laſſen und 
erſt durch die Wirklichkeit dieſer Coefficienten wird Run re 
keit der Verwandlung bewieſen. } 


/ 
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Das oben zur Unterſcheidung der Coefficienten von einan⸗ 
der und von der urſpruͤnglichen Größe gebrauchte d bezeichnet 
eine Operation, keine Große, eben fo wenig wie das k in 
Fx und der Punkt fuͤr die Multiplication, die Zeichen ＋ und —, 
der Exponent von Potenzen u. ſ. w. Erſt wenn hinter d die 
zuſammengeſetzte Größe ſteht, auf welche die Operation ange⸗ 
wendet werden ſoll, wie dx, bezeichnet das Ganze diejenige 
Größe, welche die Operation giebt; ebenfalls wie kk. Die 
Bedeutung des Zeichens d iſt derjenigen des Zeichens f um ſo 
aͤhnlicher, da ſich die Operation, welche d in dieſem oder jenem 
Falle anzeigt, allemal genau nach derjenigen n f welche ir 
denſelben Fall k bezeichnet. 5 

Die durch d bezeichnete Operation beſtand aber darin, daß 
innerhalb der Größe fx, die aus der veraͤnderlichen x und an⸗ 
dern beliebigen eonſtanten Größen zuſammengeſetzt iſt, die Größe 
x um k verändert, und aus der Entwickelung von f(x-++k) der 
Coefficient zu K genommen werden ſollte. Iſt nur eine vers 
aͤnderliche Große vorhanden, wie hier, fo iſt das bloße d vor 
fx hinreichend. Enthaͤlt aber die zuſammengeſetzte Größe meh⸗ 
rere veraͤnderliche Groͤßen, ſo muß nothwendig noch angezeigt 
werden, auf welche von dieſen Größen ſich d beziehen ſoll, denn 
man kann allemal die veraͤnderlichen Groͤßen nur eine nach der 
andern, nicht alle zugleich veraͤndern. Offenbar wird dieſe An⸗ 
zeige am beſten geſchehen, wenn man die Groͤße, auf welche ſich 
d bezieht, bei dem d ſelbſt bemerkt. Ob ſolches neben, oder 
uͤber, oder unter der Große geſchieht, iſt in der Sache unſtreitig 
einerlei. Aber diejenige Zuſammenſtellung wird die beſte ſeyn, 
welche ſich am wenigſten mit etwas anderm verwechſeln laͤßt. 
Mir hat es am beiten geſchienen, daß man die veränderliche 
Größe unter das d ſetzt, denn da d keine Größe, ſondern nur 

eine Operation bedeutet, ſo kann man dieſe Form nicht mit der 
Diviſion verwechſeln. Wenn alſo z. B. fxy eine aus x, y und 
Conſtanten zuſammengeſetzte Groͤße bedeutet, fo würde man, um 


— 
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anzueigen,. daß innerhalb derſelben x a 1 verändert und den 


0 Coeffeient zu * e, werden fell, k ſcheben müſße, 


oder wenn das Acchnuch⸗ mit y geſchehen el, Fey. 


Schriebe man fuͤr die Größe fx einen ee Buchſtaben, | 


. B. fsy—u, ſo würde das este durch ei das andere durch 


> 


50 ausgedruckt werden e Wollte man das x etwa vor 


das d ſetzen, fo würde Kdu verwechſelt werden koͤnnen mit dem 
Produkt von x in du. Schriebe man es hinter das d, fo 
wuͤrde dxu mit dem Produkt von d in u Aehnlichkeit haben. 
Das Einſchließen in Klammern aber wuͤrde muͤhſam ſeyn und 
das Auge zu leicht verwirren. Rechts, oben an d, kann man 
nicht ſetzen, weil es dadurch zum Exponenten wird. Es bliebe 
alſo nur noch übrig x links uͤber, oder links oder rechts unter, 
oder gerade uͤber, oder unter d zu ſetzen. Geſchieht aber Eins 
oder das Andere ohne einen Strich zwiſchen x und d, ſo ver⸗ 
liert man nicht allein an der Deutlichkeit, ſondern man breimmt 
auch der Zeichen-Rechnung ein ſchon in derſelben gebräuchliches 
Verfahren, Coefficienten von irgend einer andern beſtimmten 
Bedeutung, z. B. Binomial= oder Polynomial⸗Coefficie nten zub e⸗ 
zeichnen, oder wo eine Menge von Größen vorkommen, eine von der 
andern zu unterſcheiden. he hat mir 5 * obige Art die te 
| gefgienen, Nee 


In ’e Differential Ran pflegt man ſonſt das ; was 


hier z. B B. . bedeute, durch 2 zu bezeichnen y allein dieſe | 


Wee deutet zu Ahr etwas anders an, als daß fie paſſend 
ſeyn koͤnnte, und es gehoͤrt wirklich ein unnuͤtzer Aufwand von 
Vorſtellungskraft dazu, um ſich in jedem Augenblick das darun⸗ 
ter vorzuſtellen, was man Aachen wollte. Denn da du eine 


wirkliche Groͤße iſt, ſo iſt 2 ein Quotient, den man 77 hier 


erſt muͤhſam aufſuchen er Man verſteht nämlich unter 


WV 
* 2.9 ka 
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Adu die een Veränderung qk TrE SE 2. bon f 
fuͤr ein unendlich kleines , und unter dx eben das für die 
abhängig N ‚Größe x, alſo k. Auf dieſe $ Kr: 


deutet Felice a, = den: Coefficienten q, alſo das, was es bedeu⸗ 


ten ſoll. | Mal is: Theils iſt der Begriff von Unendlichklein ; 
undeutlich, andern Theils paßt die Bezeichnung nicht gut zu dem 
andern einfacheren Fall, wenn nur eine veränderlche Größe 


| du 
vorhanden iſt, oder man müßte immer Zap nie blos du ſchrei⸗ 


ben, denn u allein bedeutet nicht g, was es bedeuten ſoll, 
ſondern q k, und folglich immer o. Dann kommt man aber 
eben auf die Rechnung mit Nullen, welches das alte Uebel iſt. 


Unbequem iſt ferner die gewoͤhnliche Bezeichnung, wenn man zu 


der umgekehrten Differential-Rechnung, der ſogenannten In⸗ 
tegral⸗Rechnung, auf eine conſequente Weiſe weiter gehen will, 
was ſich nachher zeigen wird. Daher n a wi aa 
4% de du du n . | 
Tu, Ph u dergl. beſſet ats ist Zah g 

Die Bezeichnung einer wiederholten Dienten hat keine 

d 

Schwierigkeit, a“ e daß innerhalb der aus x. y und 


« 
v. 


Conſtanten eee eee Größe ei die Größe x um U . 
verändert und der erſte Coeffieient von K genommen werden ſoll. 
Zu die nämliche Operation mit der Große u di, wie ſich 
in der Rechnung ſelbſt hut, das Naͤmliche mit der ‚Ähnlichen 


d d: 
Operation u] F auf 77 get weh vr und ere ein⸗ 


ander glei 0 find. Die e von — a 9 75 9 60 
we re ee W 
r 9 9 „ , 


e it v. dem Dorfen Su 10 ban klar. 
FR | 
Iſt eine Größe aus mehreren RR Größen zu⸗ 
ſammengeſetzt, unter welchen auch ſchon Differential = Coefficienten 


Er 8 


wi köunen, welche aber alle ſelbſt wieder von de und der 
nämlichen Größe ‚abhängen „ fie mag unter ihnen befindlich feyn 


oder nicht, fo kann man anzeigen follen, daß dieſe eine gemeine 


ſchaftliche Größe überall verandert werden ſoll. Dieſes läßt fh 
leicht auf die Weiſe thun, daß man die abhängige‘ Größe in 


Klammern einſchließt. Wenn z. B. uf (xyz dydz dyd-z. .) 


waͤre, wo y und 2 alle von der Größe x abhängen, fo kann 


man durch d (u) anzeigen, daß in allen Grüßen y, 2, dy... 


zugleich x und k verändert werden, und der Coefficient zu K 
genommen werden ſoll. Hängen alle . von einer e 


fremden Größe w ab, ſo kann man ſchreiben ne 


Für eine veränderliche Größe x, die von keiner nnbken ab» 
* ‚if allemal d x 1 „ denn verändert man x um k, fo 
kommt X 1 k, und hierin iſt der Coefſicient zu k, den de: be⸗ 
deutet, 1. Will man dem x während der Meg n eine 


Abhängigkeit beilegen, fo darf man nur durch dx ſtatt 1 die 
Symmetrie des Ausdrucks in Hinſicht auf die Differential⸗ 
Coefficienten herſtellen, und dann dx nach der Natur 45 Ab⸗ 


haͤngigkeit, die x erhalten hat, beſtimmen. 
1 Die geſammte Veranderung, die eine e 
Größe, wie kx, durch die Veranderung ihres Elements x er⸗ 


faͤhrt, kann man auch hier, wie gewoͤhnlich, durch Af x bezeich⸗ 
nen, fo daß in dieſem Falle AX KTK SG. . iſt. 


155. 
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‚ Großen, wie IT bier Du, nennt man ſonſt Differentiale, 


auch Differential⸗ ce Das Wort Differential iſt von 
dem Worte Differenz hergenommen, und druͤckt alſo einen Ber 
griff aus, der dem eines Unterſchieds zweier Groͤßen aͤhnlich iſt, 
von welchem das Differential vielleicht nur durch die unendliche 


Kleinheit der dabei vorkommenden Größen verſchieden ſeyn ſoll. 


Dieſer Begriff und folglich die Benennung paßt aber, Be — 


ſtens auf die Groͤße q, r in fx+k)=p+tgk+rk:.. 
nicht. Denn dieſe Groͤßen ſind nicht der Unterſchied etwa ate 
ſchen fx und f(X＋ H, welcher vielmehr Afx er auch ſelbſt 


ie x a | - \ y A 49 
N 7 5 
— 
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nicht für ein 00 kleines k, auch nicht Theile dieſes Unterſch 
des, ſondern nur einzelne Factoren in den Tr des Untet 
ſchiedes. Dieſe Factoren können kleiner oder größer ole der 
ganze Unterſchied oder demſelhen gleich oder einige von ihnen 
Do oder Os ſeyn, ‚während der ganze Unterſchied es nicht iſt. 
Der Begriff derſelben hat alſo mit dem eines Unterſchiedes nicht 
das Geringſte gemein. Sie find Großen, die von der Stamm⸗ 
größe fx mittelſt der durch d bezeichneten eigenthuͤmlichen Ope⸗ 
ration, deren Beſchaffenheit in jedem individuellen Fall von der 
Operation k abhängt, abgeleitet werden. Man muß daher, wenn 
man nicht den Begriff durch Worte, die andere Borſtellungen 
erregen, als ſie ſollen, verdunkeln will, nothwendig fuͤr die Grb⸗ 
ßen q, r, s. . . . irgend ein anderes angemeſſenes Wort als 
Differential gebrauchen. Zu ſagen, welches das beſte ſey, wäre 
anmaßend, aber ſo viel laͤßt ſich mit Beſtimmtheit ſagen, daß | 
das Wort Differential für die Coefficienten d, r, 6. icht 
paßt. Da dieſe Größen aus der Stammgröße fx durch eine 
beſtimmte Operation abgeleitet oder heßgzleies werden, ſo nennt 
ſie Lagrange, fonctions derivées. Im Deutſchen iſt dieſe 
Benennung etwas weitlaͤuftig und unbehuͤlflich, denn z. B. die 
erſte von fx nach x abgeleitete Function iſt mehr Be⸗ 
ſchreibung als Benennung. Daher empfiehlt ſich das kuͤrzere 
Wort Ableitung mehr, z. B. erſte Ableitung von fx nach x 


fuͤr Erz u. ſ. w. Zwar iſt dieſe Benennung allerdings nicht 
ganz and richtig, weil Ableitung mehr die Handlung des N 
Ableitens, als die abgeleitete Große bezeichnet; doch ſind der⸗ 
gleichen Abkürzungen auch wohl in andern Faͤllen erlaubt. Will 
man ein fremdes Wort lieber, fo kann man die Großen q, 3 

mit Arbogaſt, Derivationen nennen. Bis mir ein befferer Aus⸗ 
druck bekannt geworden, werde ich die Benennung Ableitung bei⸗ 
behalten. Die Operation, welche d bezeichnet, heißt dann noth⸗ 
Bambi ableiten, und zwar nach x, nach y u. . We 
E 

Die Operation, welche der durch di bezeichneten Werbe 
geſetzt iſt, alſo die Umkehrung derſelben, durch wan man ruͤck⸗ 


wenn q. ur Coefficient aus der Größe Ec-k)—p+kq. 
6 KT. .. iſt die Stammgröße L d Da aber dieſes Zeichen 7 


\ bezeichnet man 1 gewöhnlich urch ein ganz neues 


0 0 4 . 
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5 von ey abgeleiteten Größ zu der Stammgroͤße gelangt, 
e mi des Zeichen, 
nötig, durch ein 1 vor den Differentialen. So bedeutet [q, 


auf 99 57 Weiſe zu erkennen giebt, daß die Operation, welche es 


anzeigen ſoll, blos die Umkehrung der durch d bezeichneten Ope⸗ 


iſt, worauf doch Alles ankommt, vielmehr zu der Meinung ver⸗ 


leitet, als wäre die Operation feine ganz andere neue, die mit 
der Operation d nichts gemein hat, ſo iſt es, ſchon unſtreitig 


aus dieſem Grunde, unpaſſend und der Deutlichkeit und Ge⸗ 


nauigkeit der Begriffe geradezu ſchaͤdlich. Es iſt aber obendrein 


auch unzureichend; denn die theilweiſe Operation nach einer ein⸗ 
zelnen Größe bozeichnet es gar nicht, was doch eben fo nothwen⸗ 
dig iſt, als bei der Differentiation. Wenn man z. B. den In⸗ 
halt eines Körpers ausdrucken will, deſſen Oberfläche die Glei⸗ 
chung 2 =fxy hat, fo ſchreibt man nach der gewohnlichen Art 


lz dxdy. Hier muß aber gerade zuerſt noch mit Worten erklart 


werden, 4 die umgekehrte Operation d auf die Größe 2 dxdy 
erſt in 9 Beziehung auf die Größe x und hernach auf das Reſul⸗ 


tat auch noch in Beziehung auf die Größe y. angewandt werden 
ſoll. Die Zeichen ‚drücken dies auf Feine Weiſe aus, und. man 
weiß ohne die Erklärung durchaus nicht, | werauf ſich ein und 


das andere 5 bezieht. ii Bei der directen Operation kann man 


menigftend, def einzelne Bitches ausdruͤcken, z. B. 8 
dx 
aber mit dem Zeichen F ift ſolches gar nicht möglich. Folglich 


iſt dieſes Den eben fo unzulaͤnglich, als umtichtig⸗ 


n Sal man einmal die Wee Operation durch 4 nd ihre 


Wiederholung wie Potenzen bezeichnet, ſo darf man unſtreitig 
fuͤr die umgekehrte Operation gar kein neues Zeichen mehr nehmen, 
wenn man nicht geradezu gegen die Conſequenz anſtoßen und 


der Deutlichkeit des Begriffs den groͤßten Schaden zufuͤgen will. 


Bezeichnet man naͤmlich durch a die Wiederholung der Opera⸗ 


tion d, ſo muß man nothwendig durch 1 die umgekehrte Ope⸗ 


N 2 
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| RAR durch — 45 ihre Ziederholung 90 
wie es bei den Potenzen geſchieht. Denn nach der Na tur 


zu bezeichnenden umgekehrten Operation, findet man aus ihrem 


Reſultat ruͤckwaͤrts die Größe, 7 auf welche man ſie Per es 


i B. aus a. Ai man wiederum u, wenn man die directe 


ran, d aut en vornimmt. St nun en angeomman, 


d 


daß dieſe directe Operation fo bezeichnet werden ſoll, als ſollte 


mit d multiplicirt werden, ſo muß diejenige Größe, auf welche 


die Operation d angewendet, u giebt, nothwendig und “> 


Wahl, wenn nicht geradezu Verwinung⸗ entfteen fo, dh d Ju 


| ung werden; denn allein - Zu. ar d mull PER der 


d 
Ausdruck erlaubt iſt), keinesweges lu, giebt u. Schen Johann ö 
Bernoulli ſchlug dieſe unſtreitig richtige Bezeichnung vor, 
und vielleicht nur dadurch, daß man mit der Sache ſelbſt einen 
nicht paſſenden Begriff verband, iſt es erklaͤrlich, daß man ſich 
ſtatt des richtigen und bequemen Zeichens eines unpaſſenden und 
unbequemen bediente. Denn ſo wie man unter d ſich Diffe⸗ 
renzen denkt, fo ſtellt man ſich unter Summen vor. Aber 
weder eins, duch das andere iſt dasjenige, „ worauf 8 ankommt. 


Zu der Beziehung auf einzelne Größen iſt nun das richtige a 
Saen vollig eben fo bequem, wie das der directen Operation. 
Um naͤmlich die Umkehrung der Operation d auf u in Beziehung 


auf x anzuzeigen, darf man nur A Zu 1555 wie man 


bei der directen Operation Kris: A u In on obigen Bir 


ſpiele des Inhalts eines Körper heißt es jebt — wu und in die⸗ 


ſem Ausdruck iſt deutlich, und ohne daß eine eee 
nöthig ware, angezeigt, worauf es ankommt. N | 


N 
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dem Fall bemerkt worden, in n ed 
Größen, auf welche man operiren will, in Slam 
inzt void en, 5 Ian wie dort. 


, 


le Die ine: 50 een d teh man Inte⸗ 
gration zu nennen, ihr Reſultat Integral, allein dieſe Ve⸗ 
nennung druͤckt wohl eben ſo wenig aus, was ſie ſoll, als die 
Benennung Differential. Dieſelbe geht von der Idee einer Sum⸗ 
mirung der Differentiale aus, die aber wirklich das Integral 
nicht giebt, weil das Differential nicht als ein Theil der Stamm⸗ 
größe betrachtet werden kann. Es ſcheint, man duͤrfe eben fo 


wenig ein neues Wort fuͤr die umgekehrte Operation gebrauchen, 


als ein neues Zeichen. Die Benennung: Zuruͤckleitung, 
im Gegenſatz von Ableitung, oder kuͤrzer Stammgroͤße, Urgröße 
und dergleichen, ſcheinen den wahren Begriff beſſer auszudruͤcken. 
Ich werde ſie beibehalten, bis mir ein paſſenderes, grammatiſch 
richtigeres Wort bekannt wird. Die Rechnung ſelbſt wuͤrde ich: 
Rechnung mit veränderlichen Größen, und zwar die 
directe Rechnung, ee die umgekehrte, 5 ONE. 
tende nennen. 

Wegen deſſen, was fonft über die Sim er Benen⸗ 
nungen zu erinnern noͤthig ſeyn moͤchte, verweiſe ich auf meinen 
oben erwaͤhnten „Berſuch einer Darſtellung der Rechnung mit 
veränderlichen Großen“, wo ein Theil der Einleitung dieſem 
ae, ee 11 6 3 15 | 


Was oogti der Veränderung gebräuchlicher Zeichen ent⸗ 
gegen zu ſtehen ſcheint, iſt die Muͤhe der Gewoͤhnung an neue 
Zeichen, auch wohl die Macht der Gewohnheit ſelbſt. Aber 
ſchwerlich darf jemals die Bequemlichkeit ein Grund ſeyn, an 


etwas Unrichtigem feſtzuhalten, und das Genauere zu verwerfen. 


Sehr lange, ehe die arabiſchen Zifern bekannt waren, bes 
diente man ſich unbequemer Zahlzeichen. Wuͤrde man aber wohl 
jemals zu dem großen Nutzen der beſſern Zeichen gelangt ſeyn, 
wenn man fie aus einem ahnlichen Grunde verworfen hätte? 
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in 
tegral⸗Rechnung der Urheber ſelbſt von dem berichtigten Begriff, 
über dieſelbe dem Eingange richtigerer Zeichen und Namen da⸗ 
durch gethan haben, daß unſtreitig ſeine neuen Zeichen „ wenn 
auch nicht unpaſſend, ſo doch noch viel unbequemer ſind, als die 
ulten, ja ſogar zum Theil eben ſo N ee als dieſe. Denn 
bei der direeten Operation reicht die Lagrangiſche Accentuation 
kaum mehr zu, wenn mehr als zwei unabhängig veraͤnderliche 
Größen da find, und fir die umgekehrte Operation giebt ſie die 
nothwendige Beziehung auf die einzelnen Größen eben ſo wenig 
deutlich an, wie das alte Zeichen. Dieſe Unvollkommenheit iſt 
ſo gewiß „daß Lagrange ſehr bald ſelbſt fie eingeſehen und in 
der zweiten Ausgabe der analytiſchen Mechanik ſogar lieber zu 
den alten Zeichen zurückgekehrt iſt. Werden nun immer wieder 
andere neue Zeichen vorgeſchlagen, ſo erſchwert dies allerdings 
den Eingang; allein billig ſollte es denſelben nicht hindern. 
Mag man wählen, welche Zeichen man will, die hieſigen oder 
andern. So viel iſt gewiß „ daß die alten Wp ungenau 
und unzulänglich ſind, und daß richtigere Begriffe von der Sache 
ſelbſt auch richtigere Zeichen beduͤrfen. Man kommt freilich auch 
mit den alten Zeichen fort, fo lange man nur den Calcul mecha⸗ 
niſch handhaben will, obgleich anch dieſes in der Integral⸗Rech⸗ 
nung ſchwer iſt, wo beſonders noch bei weiterer Ausbildung und 
mehrerem Gebrauch die Unzulänglichkeit der Zeichen nothwendig 
fuͤhlbar werden muß. Allein nachtheilig iſt es der Klarheit der 
Einſicht und ſelbſt der Richtigkeit und Zuverlaͤſſigkeit der Reſul⸗ 
tate zuverläffig immer, wenn man ſich mit Zeichen und Namen 
forthelfen ſoll, welcher jeden Augenblick Begriffe erregen, die nicht 
zu dem Gegenſtande gehoren. Schon faͤngt man hin und wie 
der allmählig an, die Maͤngel zu fuͤhlen, und es iſt nicht zu 
bezweifeln, daß man auf irgend eine Weiſe auch allgemein die 
Nothwendigkeit einſehen werde, irgend andere angemeſſenere und 
brauchbarere Zeichen an die Stelle der alten zu ſetzen. Der 
Verfaſſer wiederholt, daß er weit entfernt iſt, die von ihm ge⸗ 
brauchten Zeichen fuͤr die vollkommenſten zu halten; allein das, 
glaubt er, laſſe ſich beweiſen, daß die alten Zeichen unvollkommen 
find und der Verbeſſerung beduͤ ren. 
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Das chen was A Rechnung: mit veränderlichen Grö⸗ 
ben außer der Berichtigung der Principien zu wuͤnſchen iſt, 
mochte wohl eine genauere Ordnung im Vortrage ſeyn. Unſtrei⸗ 
tig läuft jetzt zuweilen das. Fremdartigſte faſt ohne ſichtbare a 
Ordnung durcheinander. Es iſt in der That ſonderbar, daß der⸗ 


jenigen Wiſſenſchaft, die der meiſten Ordnung faͤhig zu ſeyn 
ſcheint, der Mathematik, noch ſo wenig Ordnung eigen iſt. 
Gewöhnlich findet man den Vortrag der Rechnung mit veraͤn⸗ 


rechte Verſchmaͤhen einer Vereinigung mit der Algebra gebuͤßt 


wird. Darauf kommen einige Principien, nebſt vielen Worten 
über das Unendliche, dann vielleicht einige Anwendungen, hierauf 
etwas aus der Geometrie, dann wieder Principien, „ a wieder 


| I enge u. ſ. w. bis zu Ende. 


Schwerlich gruͤndet ſich eine ſolche Miſchung und z. B. bie 
Einschaltung ganzer Abhandlungen uͤber einzelne Gegenſtaͤnde der 
Geometrie in ein Lehrbuch der Rechnung, auf etwas anders als 
Gewohnheit und Nachahmung der erſten Anfaͤnge der Wiſſen⸗ 
ſchaft, welchen es wohl bequem ſeyn mochte, und auch gut ge⸗ 
heißen werden mag, daß ſie die naͤchſten Anwendungen der neuen 


Rechnung auf geometriſche Gegenſtände ſogleich mit der Rech⸗ 


nung ſelbſt vortrug. Aber wahrlich, mit eben dem Recht, wie 
man die Geometrie mit dem Calcul vereinigt, könnte man auch 
die Mechanik mit allen ihren Abtheilungen, und am Ende die 
Optik u. ſ. w. hinein bringen. Denn alle dieſe beduͤrfen der 
Rechnung mit veränderlichen Größen eben ſowohl, als die Geo⸗ 
metrie. Offenbar aber iſt ſo Etwas einer wiſſnſchaftüchen 
Ordnung zuwider. 

Es iſt zwar wahr, daß der Caleul zuweilen eu For⸗ 


- um, gleichſam als bildliche Vorſtellungen analytiſcher Ausdrucke 
aus der Geometrie herzunehmen pflegt, z. B. die trigonometri⸗ 


ſchen Linien; allein, eines Theils find dieſe Lehrfäge wahrſchein⸗ 


derlichen Größen mit einer Einleitung angefangen, die einzelne n 
algebraiſche Sätze enthält, und durch welche gleichſam das unge⸗ 


— 


er 
IN 


wenn es durchaus nothwendig wuͤre, nicht, daß deshalb die 


a 
u, * 


| lich ſümmtlich nicht unbedingt nothwendig, und 


ie 


welche fie geben, konnen auch ohne eigentlich 1 
griffe rein analytiſch hergeleitet werden, wie ſolches z. B. Herr 


Profeſſor Tralles hieſelbſt in den Abhandlungen der Berliner 


Academie aus den Jahren 1812 und 1813, von der trigono⸗ 
die Rechnung aus der Geometrie Hulfsſätze nimmt, ſelbſt 


ganze oder halbe Geometrie in die Rechnung gehoͤre. In der 
That: ſo ſehr die Geometrie der Rechnung bedarf, ſo wenig 
ſollte die Rechnung der Geometrie beduͤrfen; denn der reinſte 
Theil der Mathematik iſt der Calecul: er iſt reine Verſtandes⸗ 
Wiſſenſchaft, gebaut auf bloße Vernunftſchluͤſſe, völlig abſtract 
und ohne alle ſinnliche Wahrnehmung. Die naͤchſte Anwendung 
von dergleichen Schlüſſen iſt die auf den Raum, und die dem⸗ 
ſelben eigenthuͤmlichen Saͤtze, woraus die Geometrie entſteht. 
Nimmt man den Begriff von Kraft hinzu, ſo entſteht die Me⸗ 
chanik. Niemals alſo kann der Calcul umgekehrt auf Geometrie 
gebauet werden, und jede Einmengung der Geometrie in den 
Calcul iſt gewiß einer guten Ordnung zuwider. Weniger, aber 


doch auch noch einem guten Syſteme zuwider iſt, meines Erz 


u 


achtens, die Vermengung von Principien und Anwendungen. 
So trifft man z. B. die Unterſuchung der größten und kleinſten 
oder der unbeſtimmt ſcheinenden Werthe zuſammengeſetzter Grö⸗ 


metriſchen Linie gezeigt hat; andern Theils folgt daraus, daß 


— 


ßen mitten unter den Principien an, die gleichwohl bloße Rech⸗ 


nungs⸗Exempel find, und unter die große Zahl der Anwen⸗ 


dungen gehören, denen die Principien der Rechnung innerhalb des 


Calculs ſelbſt fähig find. Meines Erachtens müßten bald nach 


den erſten Grundfägen der Rechnung mit unbeſtimmten Zahlen, 


oder der Algebra, noch vor der allgemeinen Theorie der Glei⸗ 
chungen, die Principien des directen Theils der Rechnung mit 
veraͤnderlichen Größen vorgetragen werden. Sie umfaſſen unge⸗ 


* 


faͤhr dasjenige, was in dem erſten Theile meines oben erwähnten 


Berſuches uber die Rechnung mit veränderlichen Größen enthal⸗ 


ten iſt. Darauf möge der Reſt der Principien der Algebra, und 


hierauf Anwendungen der vereinigten Principien der Algebra und 
des directen Theils der Rechnung mit nee Groͤßen 


* 
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ie 


folgen allgemeine Theorie cee die 
Er wick ung od een; der Reihen, die Unterſuchung 
größter und 0 00 oder unbeſtimmt ſcheinender Werthe zuſam⸗ 

mengeſetzter Groͤßen u. ſ. w ‚gehören, _ Hierauf koͤnnten die 
i u 9 55 zuruͤckleitenden Rechnung en 
wenn es nicht etwa noch beſſer it, dieſelbe ebenfalls den An⸗ 
wendungen vorher gehen zu laſſen. Darauf möge die zurück⸗ 
leitende Rechnung ausgeführt werden „und abermalige Anwen⸗ 
dungen, die Reihen, die Interpolation, die Differenzen, die 
Wahrſcheinlichkeit u. ſ. w. betreffend, den Beſchluß machen. 
Alle geometriſche Sätze ohne Ausnahme muͤßten aber, meines 
Erachtens, durchaus ganz von dem Calcul abgeſondert bleiben. 
Denn die Saͤtze von der Beruͤhrung, von der Quadratur, Cuba⸗ 


tur, von der Reetification u. ſ. w., die gewöhnlich mit dem Cal⸗ 


cul vermengt werden, machen zuſammen gerade das aus, was 
man, freilich wieder mit Unrecht, höhere Geometrie nennt. 
Sie bilden von der Geometrie, fuͤr deren erſten Theil die Lehre 
von den geraden Linien und Ebenen Fi gehören ſcheint, den zwei⸗ 
ten Theil „ der von den krummen s Linien und krummen . 
handelt. Nn e en 

Wohl waͤre ein, ungefähr 1 eee Lehrbuch „ wovon 
viele vorhandene noch ziemlich weit abweichen, ſehr zu wuͤnſchen. 
Iſt gleich die Unternehmung ungeheuer groß, ſo wuͤrde dennoch 
der Nutzen noch größer ſeyu, denn nur erſt dann läßt ſich eine 


Habe ſchnell Aren „wenn 1 geordnet und Bu Umfang ges 


nau ui iſt. 6 


IV. ueber die Entwickelung der erſten Ablei⸗ 
tung zuſammengeſetzter . von be⸗ 
ane BDA Bin 


Ku ji N / . 160. ) 


In der allgemeinen Entwickelung von 3 a 
„ FTD dk rECsk. ... % 


war p fx; d= dfx war der Coefficient zu k in der Ent⸗ 


. 


UN * | — 202 3 1 0 ö . 
wickelung von p fx, wenn man darin k ſtatt & fit 
12 . ber A Seffeient zu. 4 in der eil ckeln ng be 


. 
Nr 


wit Sau. 9 un if 4 Kranz an ng ben 
0 a 31 

ds, wenn man darin x + k fatt, x Ke, — 255 
E 7 HT 4 


war ein Deittheil des Gaffeienten 0 k in der Entwitsung 


ro» 


LEE ai DL | 
von in wenn man darin x+k ‚fat > x ſett u. w. 5 


Alle Coefficienten waren ite Coefficienten einer neuen ähnlichen 
Entwickelung, alſo kommt es allemal nur auf den erſten Coefſi⸗ 
cienten einer Entwickelung oder auf den Coefficienten zu K an. 
Da die allgemeine Entwickelung denſelben unbeſtimmt laͤßt, fo 
muß ſich die Regel, nach welcher er von der Stammgroͤße ab⸗ 
hängt, nothwendig nach der Form ihrer Zuſammenſetzung, oder 
nach ihren algebraiſchen Eigenſchaften richten, und fuͤr verſchie⸗ 
dene Sufummenſczungs ⸗Formen der e nn ver⸗ 
ei Var DENE NN a 5 1% 
0 is gi Lan 161. e e | 
man den algemeinen Yusdrut Ait 
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eee ak tee ue 


RI 


8 


He U Iii 8 45 die 1. 
uf die ‚Selle. 525 wi 9 0 gt eee RE AERTRAT 74 
eee —äfk +8 Kur. ge me 2 


ſo folgt, daß 1 

3 . 99 af gu er Dim ＋ ie k=o fr 5 he | 275 
Man darf 0 nur 4 die berſchiedenen Burg 
Formen von fx, diefe Größe unverwandelt, von f(x E) abs 


ziehen, den Reſt durch k dividiren und in den Quotienten ko 


ſetzen, ſo findet man den verlangten Coefficienten zu k für eine 


beliebige Zuſammenſetzungs⸗ Form f der Größe . 


Die bekannteſten einfachen Zuſammenſetzungs-Formen von 


Größen find Potenzen, Exponential⸗Größen, Logarithmen, tri⸗ 
| | 1 


genometriſche Linien eg. Ich habe zwar ſchon in 


meinem oben erwähnten Verſuche eine Darſtellung der Rechnung 


mit veraͤnderlichen Größen, in der fuͤnften Abtheilung der ablei⸗ 
tenden Rechnung, die Entwickelung der erſten Ableitung dieſer 
Groͤßen abgehandelt „ allein ſie iſt noch leichter und einfacher 
wöglich. Dieſe ehe Art will ia hier mittheilen. 
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Ableitung | von Potenzen. 15 8 


e r 


Wenn N ſo iſt euere, ee 0 
dfx HI fü ir ko. M MEN 
Es ſey ge ſo ift.p us fie 1 0 und W 


e * 
3 189 


m. a m S e 1 k 
d 1 u + P —— . . m1 8 f * DD. 


| Die Größe, ahnen, 1 nur p und m, alſo für 50 


nur noch m. Mithin kann man ihren Werth fuͤr p=o durch 
Om bezeichnen, fo daß dfx oder 4 (Em) m. * u. 
Alſo wird auch ſeyn 


d G n) 90 n sat und 

. (Am-) 0 gi nn 51 x mn —1, A fi 
(Km == X m mme 
1 SR 
0 + Ona Rm n +6 (mn) * In-. ... 

Nun iſt xm. zn , alſo | 

Gem + Sm an-. JR n . A 

+9 (m Tn) xm n-. . oder 


xm In + Onxmtn-ı + Qmxmhı-ı 
+ om n) n 2 


x = 1% x 
; 2 79 75 
— 5 $ f * 4 7 5 = vH 4 
6 5 1 ) 10 | N 5 y 
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Wal die Corffiienten tigen braun een. du. 


— müſſe, fo fag hire a e 
De ya nz he se 
TERN RE 
der wenn m=n 5 80 5 An er 
Man 105 d 1 | * 


o (n A n) on +Nm+ Nm: +Nm.. 9 


0 wo N, N', N“ unbeſtimmte n ſind, ſo iſt auch, weil 


den Lo en en war, 


1 


Ru: e Lenert end weaw . 
1 Om=Nm+Nm’+N'm..., 2 
und daraus o = Nm˙AN mas N. m Pr 


* 


Da nun ) 2 Om war, ſo iſt l 


8 2(Nm+Nm’+N’m....)= =aNm+4NmEtsN” ai, 


Folglich 10 

2 7 m6 N “/m me 5 

woraus folgt N! o, N“ o N O 2%) 

ee ere war, hr 
5 y om Nm, 2 f 9. NE N 

ai Ha air m, und ka , weil allgemein 


6 berate di u, 


* 


(x+ Km = xm 4 N m = xm—1 +2 4 Gm). | ‘ 


Dieſer Ausdruck gilt fir jedes beliebige m. ar auch für m, 
alſo muß auch ‚seyn 
a G9 .. oder 


e 


stk=x+ NEA G), 


Be > RN, 
KM oraus folgt 1 =, adde, e mr alp, weil 
(m) — A war. 


272. a G m- Hits Selen 
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welcher der verlangte Ausdruck der erſten Ableitung einer Potenz 
für jeden beliebigen Exponenten if. Da die Ableitungs⸗ 
Methode unmittelbar die ganze Entwickelung von f(x-+-k) giebt, 
ſo giebt ſie auch die völlige Entwickelung von (I k)m für 
jedes beliebige m. Denn da nunmehr d (xm) d (d m)) 
d (m xm) = m. m IXm-, da xm d (d’(xm)) 
Dm m—ızm-ı) Mm. ‚m—I.m—axm-ı 1 3 w. / 
algemein aber N 


eee eke ie. ur il po iſt 


9,577 


m 1 95 
aK. 5 


rs. I D xm + m x 1 e 


welches der binomiſche Lehrſatz iſt. Die e oe ganz 
allgemein fuͤr jeden beliebigen Werth von m gefunden, alſo liegt 
in dem Vorhergehenden zugleich der allgemeinſte ſtrenge Beweis 
des binomiſchen Lehrſatzes fuͤr jeden en u gi ohne 
alle Einſchraͤnkung. 


Ableitung von Erponential- Brößen 
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Wenn fager, ſo iſt bebe. 1 alſo it 
k 
Bi oder d fx oder 4 
AN, ebe ra 


* 


Es ſey e I T p, fo iſt nach dem deere Lehrſatze 6120 
k. k — 
e Ye =14kp + r e Alf 


ai Br N Bi 0 * 
it Pe A 
*. a 832 


ke, fell, na m E 1 
dex ea Pr Harman) 40 22 7501 


eder weil p= —1 war, ö ee I 
4 | nie TI 
274. dei a A So Dr) | 
welches die geſuchte erſte Ableitung der Erponentnl» Gr EX br 
Will man den Coefficienten * 
2275. 2—1— 20 —1)＋ 615. . gleich e he, » iſt 
276. deX=xer, 
Hierdurch kann man nun ider, bel Ark will, auf der 
Stelle e Ik oder ex entwickeln. Denn da dex ex, fo iſt 
d e . der a 10. 3 alſo, eee » 
Le ae oder hier NE es Tk der 
\ a7 41. 10 13 ir 


* 2 es iſt, ö 4 39 
Ka Bo" 9. ri 
e ni GU L* ＋ 1 ln 


Setzt man x=o, k x, ſo kommt 


277. * 1 


Giebt man der Große e e rs. die will⸗ 
kuͤrlich iſt, weil es s iſt, den Werth r, fo muß ſich e darnach 
richten. Man findet den Werth von e für a f unmittelbar 
aus dem vorigen Ausdruck von ex. Denn man ſetze x=1, 


ſo kommt, * & A ſeyn 1 7 
| 9 N wi we. 
E = 2 ＋2 2 + 4 4 2. 3. 4 „ 105 8 Ä 


Dieſes macht, „ wenn man die Sn zufonmmengiche und d Ä 
Werth von e für. dieſen Fall zur Unterſcheidung e nennt, 
278. aft rS281838459. „ A 


, 


bel Für dieſen ehen „ Weh. e von PR dann a 


5 D —— ER 
275. dex Sex und 5 
N 3 N. ; 
ea re 
. erSırx , * 
N a 9 =, 
N a. es 


N Ableitung. von keseriebnen. 


12 


8 ** 164. 0 


& ſey fx=log.x für die Baſis e, wachs durch 


„ (mr) 
* mag angezeigt werden, denn der Andr 16g ohne 


| 110 5 iſt ee 5 weil es e Logarithmen von einer 


mecke etwa wie oben. | 1 


3 


ur 


1 5 . 
* A.. *. ee 9777 5 
A “org * 


10 1550 ’ 
—k)—f 7 x 
1 . Es ſey k mx, 


k 
5 2 be +m m). 


Wr * 
ant 
18. er 


und ti 
Et ee 


N 12 


* EA Chu 5 (1 2 I 


Ad: m=c, 
III eg 


* 


1 6 \ * x? 
h Run war (277) * =ı N Nimmt man hier⸗ 


von auf beiden Seiten die en für die ache, 1 
kommt pn 


OR 
Run ift hier 5 + k) s 1 == 12 ee (le 0 


* 


4 . W ul RL “ 


— SL 9 - 


— 
7 


GR 1. 2 . . no A 
Er. spe er) 5 


rl e 


weil der Logarithme von * für die Biss 8 =x iſt. Di | 
fie + nem, ſo ift 4 


x 
8 = 


er | > Pr \ 0 


l (ch, a K x 


Wenn hier o, fo iſt auch m=o . a abet ge den 
08 5 dee ER | 


N m=o ’ wenn man in dem en. 


I 


| Weh. von —— 


5 — 1 * 1 191 1 N 14. 1 
a A 2 


3 x ſetzt. Diie Petr! den Weh von ale 4 En. 8 


=- für m=o, Ki iſt eben 


8 


281. d 108 x R — 
* X ö 8 


wo Ne (275.) N. 

ee ee ee ’ 
Für den beſondern Werth e der Baſis e iſt 1 ol fü die 
Baſis e = 2,718 


N FE e 
282. d log x = 
* 2 a 
BIN. , € 165. ’ 10 * 3 t e b 


\ 
Mäan kann dieſe Ableitung der Lo garithmen auch aus der 
Ableitung einer Exponential⸗Groͤße finden. Der ON, 


* a 0 


* ; I 
0 x N 


| 


AR . 


4 einer Zahl nämich A nach dem allgemeinſten und 5 erachten 
Begriff, der Exponent derjenigen von einer beliebigen, jedoch für 


alle gegebene Zahlen unveränderlich dieſelbe bleibende Sahl, ges 


nommenen Potenz, welche der gegebenen Zahl gleich iſt. So iſt 
in der Gleichung e*x y, x der Logarithme der Zahl y für die 
Basis 65 Aus dieſer Gleichung nun folgt, wenn man a bei⸗ 


den Saen die Logarithmen fuͤr die Baſis e nimmt, sa y- 
Nun lehren die Principien der Ableitungs⸗ Rönung, 75 


ya eine von x nn * 2 iſt, 1 Eee 


A 


il. Alf it hier wenn man von der Gleichung 1 bie 


Ableitung nach x nimmt, weil ſolche von X ſelbſt —1 iſt, 


A e 
ar log er y und rl 


Bene si. 
log 7. 


Je 4 


Es Ar aber we 2. ze iſt =#eX y (276.), alſo 
˖ ar 8 3 
iſt — 375 5 l auch . g e er 


1211 ‚€ 17 227 * 
a a 10g wie oben (276.). 
am "ar * & N N f 


166. . 
Wie immer, hat man auch hier durch die erſte Alletung 
ohne Weiteres die 1 der ee Größe ſelbſt, a 


aus d er * folgt d? us m 2 (272.) d- Pan 
0 % x . X 


u. 2.3 


4 KR 


N 
: 


BET | N * 4 er 10 a Were 
e 12 * * N 8 * n var Mn 
Su, ir * r . P 4 15 ii ' u 125 I 
92 ö h * N 3 „ih ah 
N h { x FR h j ur N HER W 
+ Wannen e De. 
{ ya, = ey, SAT ERS . W 
» j “ 0 1 _ rer 4 8 J { . , 7 8 
‘ * 


11 5 * Ss) 19 5 


| kn, 
. weil ebe Ra E 5 c ie 


6 S less m, 


ode hier = ebe e * . LE 


k 1 14. 1 9 T 1 de ) 
ac er 68 A 8 er; 55 5 es 
‚ug 4 e 


an b * I und kon, fo konnt, wel 10 K au) 188 


x 5 1 ** * 
2833. tt Fa no ars; 


Für den . Fall, daß 1, . ift, 


3 4 
284. e 
3 4 1 


Man nennt bekanntlich die Logarithmen, für welche & 1 
oder die lie ER ift, natuͤrliche Loga⸗ 


rithmen. — L iſt der Modul für die Baſis e, der alſo nach 
2 

(275. e | Ä 

863. SH Ga zn 1 4 


* 


\ 167. N 

Ich will bei dieſer Gelegenheit noch folgende Eutwiehng 

der Logarithmen mittheilen, die nicht von den Ableitungen ab⸗ 
haͤngt. Es ſey wie oben 

S* 
fe iſt x der ogckühme von y für die Baſis e. Für ein Kan 
liebiges m iſt em = ym. Es ſey vu e e 
ſo iſt 


(14 * 214 p, oder ug dem binomischen ehrt \ 
.X—I. Pa 


daI . .. 072 | 
| 


232 


woraus folgt 5 4 


A 


xk. X — I. 


Mm — 


— 


X. K 
2 


494 — T 


Run iſt Re gem, Alſo ift 


* — 1 X —2 


2 1 = 
0 2 4 
2 1 


In dieſer Gleichung ſetze man das ee mo, fo iſt 
eng alſo 1217, folglich g=6, und u für m=o 


3 1 
. 


Em — 1 


Aber x war Au y, alſo iſt 


ae log IT ah — 


l fr moe 


Dieſer Ausdruck eines Logarithmen und die Art ihn herzu⸗ 


leiten iſt nicht ſehr bekannt. 
Berechnungs⸗ Regel eines Logarithmen. 


Derſelbe giebt folgende ſonderbare 
Man ziehe z. B. aus 


der gegebenen Zahl y recht oft wiederholt die Quadrat⸗-Wurzel, 
aus der Baſis e auch, nehme von beiden Reſultaten 1 weg und 
dividire die Reſte in einander, ſo iſt der Quotient der Logarthme 
der gegebenen Zahl fuͤr die Baſis s. 

5 man in 7 Ausdruck 21 und s Ip, ſo 


iſt ya=ı +mx+- 


m — 1 


x? 
—ı 
Imp Dr alſo 
1 N 
ee, 2 EEE 
1 FFF 5 
u u 2.3 8 


— 


worin m So geſetzt werden muß. Alſo iſt 


f . 


| oder weil P, 


— 2X2 A 
10 „ en Ay 
P P 3 


RR 
u: « 


* — 2x: | f 2 d 0 * „ ) 
x X a 1 1 h K 
er 1 u G-. 9 


welches die vollſtändige Entwickelung der Logarithmen iſt (283.). 
Da A war, ſo iſt auch RE) 


log 7 eee RR 


* — u. 


= 


folglich auch bog 75 oder 


alesy O0 m 6-4 boi —. 


Spt man moo, fo ſind die auf 1 folgenden Glie⸗ 
der in dem ai: am rechter Hand bi denn y° EN =. 


Alſo ift m — 1 (Im — 1). Aber 4 iſt = ir 


NR N 


m=o, wie aus dem Obigen folgt, alſo iſt 


r oder log ER aan 


Se 
m logy= 
em—1I 3 


So kommt man ruͤckwärts wieder auf den erſten Ausdruck. 
Man kann aus demſelben auch ſchließen 


1 5 8 
| ah 1 2 oder weil mo iſt 
N "m I 4 
4 85 em — 1 


alſo a 7 wie (28 1.) 


in n rem ee 
3 , N — ae 1 
. 


a Fk AN 
Da der Ausdruck log „ - ganz ſelbſtſtaͤndig a priori 


entwickelt iſt, ſo bietet auch er ein 1 Ni dar, die aut 
der Logarithmen zu finden. | m. 


Ri 


1 168. N BR 1 * 


0h iſt ebenfalls merkwürdig. 
Es iſt naͤmlich zufolge (720 d xm m 3, 


. d m 1 
alſo da- —(m+ 1) xm oder xm — 5 r 
Sy ; 1 — m+ı | 2 A ec: 2 N | 
alſo umgekehrt 4 * eg A, wenn A die bejtandige Größe 


bedeutet, die moͤglicherweiſe deshalb hinzukommen kann, weil 


a ta) u und 2081). beides xm if. Die 


G Ir wird allemal fuͤr irgend einen Werth von x, =o 


feyn Bi, denn dieſes ift nothwendig fie 1 beliebige Große 


— 


der Fall. Der Werth von x, fuͤr welchen mo iſt, * a5 
ſo iſt | 


ä 215 
* 
\ 3 A=- 5 und fol lc sohn 
3 mtr’ 9 13 
25 1 3 xm i - am- 1 
2112 ˙ ˙çꝙ7i . 
7 Me m+I 
Dieſer Ausdruck gilt aber ohne alle Einſchraͤnkung für jedes m, 
alſo auch fuͤr m 1, folglich iſt in dieſem Falle, wenn man 
m1 n ſetzt oder 5 
| 1 xn — an 
= “urn Ban! 
u . 
1 17 — 22 65 { g 
macht 7 (2 oder wenn man noch auf beiden Sei⸗ 
ten mit & dividirt 100 , welches eine unbe⸗ 
u d N x n zu, 


9 f E 
ſtimmte Große iſt. Nun iſt aber zufolge (28 m.) 40 )= logx, 


alſo iſt 


ae Der 7 5 ’ a A a & reren 
r 5 nid . a N RN 
Be G 8 5 \ 1 e 
aaa na 7 5 - 1 e en 
* 2 1 N nie 155 a 40 

N 


Die Große a war diejenige ‚ für welche Z m iſt. Ez it 
alſo a1, denn von 1 iſt der Logarithme So, alſo i n 


8 
fuͤr n SO. 


1 
II & 


| 1 
Für xe iſt log x =I, alſo iſt 


En i — 
rad folglich n Sen 1, mithin 


€ eee & 
a Fre für no, wie (286.) 


m-ı 


Der Ausdruck 1 leidet alſo wirklich | keine 
m-+1 
Einſchränkung. Er 0 nur fir den Fall m=—ı unbeſtimmt, 


und bedeutet in demſelben den Logarithmen, der allerdings als 
eine Potenz betrachtet werden kann, naͤmlich als eine ſolche, 
deren Exponent o iſt, jedoch mit Beifuͤgung der er Con⸗ 
ſtante. 


(Ableitung trigonometriſcher e 


Mit der gewoͤhnlichen Huͤlfe geomettiſcher Begriffe laͤßt 19 
niet Ableitung ſehr einfach, wie folgt, finden. Man darf nur 
die Ableitung einer ſolchen Linie ſuchen, weil ſie alle von ein⸗ 

ander abhängen. Auch iſt es gleichgültig, welcher. Es ſey alſo 
FK i, ſo iſt (Xx ＋ K) sin. (KK) sin. x cos, K 


f(x Df! 
k 


cos. x sin. Kk, alſo giebt df x für k=o hier 


sin. x cos. Kk ＋ cos. X sin. K — sin. 1 
bein Km [0 
k 
sin.x(co.k— 1) ¶ cos. xsin. K 
= k * 6 


W Ra: - \ t 0 FON 
* wa 4 “N — ep 
| „ a 
j * — 1 i 
« 5 
1 2 5 
ne, ia tos bin, k cos. Z k k? 


„ E 


a 2 in. 3k (cos. eos. EK .—sin. X sin. 3 20 
f — * Nea R. a 


um 


*. ka. Es if abe sin. an: für ae, atfo m 
r 2 sin. A K cb. x cb. Sk sin. K e881 
a5 sin. x= - * „„ 


far K 0. 


zT 


Nun ik für eben Winkel, der kleiner als ein rechter iſt, 


der Bogen kleiner als die Tangente, und großer als der Sinus. 


Alſo iſt ji jedes k, das A ei ih iſt, k O sin. K und 
k Stang. k oder r se u . 0 Das ig giebt 


sin. sin. 
55 ai >ı oder cos. k. Es war aber auch & W 5 I, 


folglich iſt der Werth des Suotienten I für jeden 1 


zwiſchen o und , zwiſchen 1 und cos. K eingeſchloſſen. Für 
Ek 0 aber fallen 1 und cos. K zuſammen, alſo iſt nothwendig 
sin. k 5 N 


a 95 er folglich 


0 1 \ 


288. en 8 x, 


welches die a 1 von sin. x a 


uw 


470. 


Die Ableitung der ubrigen trigonometriſchen Linien findet 
man nunmehr blos aus ger Abhängigkeit von einander, 
Es iſt z. B. Be 


sin. x cos. x , alſo wenn man die erſte Ableitung nimmt, 


2 sin. xd sin. ae eos. x deos. x 


oder weil de sin. x cos. x war, sin. x cos. x + cos. x d eos. xo 
oder sin. xd cos. x=o und daraus 


* 


289. des in. x, 5 13605 


* 


— 


* 3 
TERN N E * 1 N Dar 
8 A, ! . g RN he } 
ö Mr N 
1 2 ; j | Pal. 800 3 
* * P I a 


TE 216 — in 5 \ - 
weißt 2 ur ten: des Coſſuus iſt. Es iſt ferner 


. mg x, 2 7 * 
3 N sin. x d cos. x 
eh Fos. 5 a 
und wenn man die e obige Wehe von d sin. x 1 5 
ſubſtituir r,, * 
sin. x - ‚a 
rar * 1 ee 1 tang. x, alſo 
* K | 
290. . 8. 
ee 1 | ditang. | 
Aus cot. x = folgt d cot. x __ dung x alſo 5 
2 tan tang . x? | I 
| sec. x? 4 1 2 N ea 1 
5 tang. x cos. * sin. x? 


291. 1 — COSec.X% 


’ cg. X cos. x cos. x 
292. d sec. x tang. Xx sec. x. 
5 | dsin.x cos. x 
Aus cosec. x= folgt d cose. x = 
i sin, x g * 5 Sihl. X = sin. x 


alſo * f 0% pi 
293. d cosec. x cot. x cosec. x. 


Ableitung von Kreisbogen. - 

171. N En 

Wenn fx = sin. x, fo war df x bin *. Es ſey 
d 

fx sin. xz und x S, ſo wird ett 20 oder 2 * ver⸗ 
1 J 


* 


langt. Es iſt allgemein —x— z==1, alſo 1 u Aber — 2 
8 2 X 2 x 2 SL 


| aan e e 
Ferner, wenn 2 = tang. x, d are. tang. xa Sr 


0 — 217 * 1 0 4 dex . 
iſt die tune un Sinus 2 nach x, “Bei x 8 alfo 


d 
ift — X oder 
2 


wos 


Me 5 1 
294. d arc. sin. x sec. x. 


— I 


. 


4 | 
Eben fo ift aus dem ed Ausdruck — 2 * 2, wern 
\ 


2 = cos. x, d are cos. x 


oder 
Sm sin. x 


2 


5 29. 5. dl arc. cos. K cozec. x. 


= oder 
. 


a d arc. n * cos. x. 


1 
Wenn 2 cot. x, d are. cot. x ———— oder 
— cosec.xX 
. 297. 1 dare, cot. x = sin. x', 
wenn 2 see. *, d are. sec. x oder 


‚Tan g. 0 SeC. X 


g 23 8. dar e. sec. * cot. x cosec. = 


ee 


venn 2 = cosec. x, d ae cosec. x 
gi ; Kan a cot. x cosec. x 


. 
299. d are. case. x tang. X sec. x. 


Ueber die Entwickelung der Ausdrucke fuͤr die trigonometri⸗ 
ſchen Linien und Kreisbogen vermittelſt ihrer Ableitungen gedenke 
ich ein andermal Amiges zu bemerken. 

5 


N 


" 
——— 
* 


Na a a ‘ 1 3 0 N E * 
Ne eee e ee 
Den 


1 
) en 85 
_ - 1 15 Pr sp 

ö N * 


— 5 6 =; 1 
8. . REN ene 
. 1 * 


Ueber die Zurückleitung oder Integration be 


liebiger entwickelt gegebener, von einer verän- 
derlichen Groͤße abhaͤngender Functionen. 


172. EN 


Bekanntlich iſt die zücende ae ne Rechnung 
noch ſehr unvollkommen. Die einfachſte Aufgabe iſt: zu einer 
entwickelt gegebenen, nur aus einer unabhängig veränderlichen 
Größe zuſammengeſetzten Ableitung erſter Ordnung, wie dfx, 
die Stammgröße zu finden, denn die Ableitung kann von einer 


höhern Ordnung ſeyn, oder fie: kann unentwickelt, das heißt, in 


einer Gleichung mit Ableitungen oder unbekannten Stammgrößen 
von verſchiedenen Ordnungen verbunden ſeyn, z. B. wie 


SO, dy, dy. .) o, wenn fx=y, oder es konnen meh⸗ 


rere veränderliche Größen und mehr oder weniger Bedingungs⸗ 
Gleichungen dafuͤr gegeben ſeyn u. ſ. w., welche Aufgaben alle 
verwickelter ſind, und von welchen man die Auflöſung kaum in 
wenigen einzelnen Faͤllen kennt. Aber ſelbſt von jener einfachen 


Aufgabe iſt die Auflöfung in endlichen Ausdrücken bekanntlich bis 


jetzt nur in wenigen Fällen moͤglich. Enthält d& Wurzel⸗ 
Größen oder Logarithmen u. dgl., ſo iſt man mit den Mitteln 


zur Aufloͤſung bald am Ende „z. B. = (5 oder 


1 
5 0 1 At eee 
| fx > giebt den Integral⸗Logarithmen df 5 


giebt apa Funktionen, die alle noch ziemlich yenbkmetiih 


55 i 4 — 219 * 


ſi ind. Viel über die Ausdrucke hinaus, derm Stammgeößen | 
Kreis⸗ Funktionen, Logarithmen oder Potenzen enthalten, er⸗ 
ſtreckt ſich bis jetzt die Kunſt, ne Ausdrucke f die E bun⸗ 
groͤßen zu finden, nicht. | 


Daher bleibt in den meiſten Fallen achte Ang, „ als den 
Werth der Stammgrößen durch Näherung zu ſuchen, welches 
entweder durch Reihen geſchehen kann, die ſich dem wahren 
Werthe der Stammgrößen ohne Ende nähern, oder durch andere, 
theils endliche, theils unendlich fortlaufende Ausdruͤcke, die irgend 
etwas Anderes, willkuͤrlich gewaͤhltes genau ausdruͤcken, deſſen 
Werth, 5 ern Natur nach, dem Werthe der N 
die man ſucht, nahe kommt. g 


Beſonders in der neuern Seit iſt dieſer Gegenſtand viel Br 
arbeitet worden, und es find theils neue Methoden vorgeſchlagen, 
theils die Altern mit gutem Erfolge weiter entwickelt worden. 
Unter die Bemühungen um dieſe Aufgabe gehoͤren die von Le⸗ 
gendre in den exercices de calcul integral, von Kramp, 
Servois, Bérard in den Annales de mathematiques, von 
Gauß in den neuern Abhandlungen der Göttinger „ 
und anderen. g 


Unſtreitig iſt dieſer Gegenſtand fiir die geſammte Mae ae 
von der hoͤchſten Wichtigkeit, denn eines Theils iſt wenigſtens 
irgend ein Mittel zu den aus der Natur der Aufgabe gefun⸗ 
denen Ableitungen den Werth der Stammgröße für beſtimmte 
Falle in Zahlen anzugeben, für die Anwendung der Rechnung 
durchaus unentbehrlich, weil ohne ein ſolches die Aufgabe ganz 
unaufgelöft bleiben wuͤrde, andern Theils iſt eine gute Naͤherung 
zuweilen ſelbſt beſſer, als ein endlicher Ausdruck der Stamm⸗ 
größe, zu welchem dennoch, wenn er in Zahlen berechnet werden 
ſoll, immer wieder beſondere Tafeln und andere Naͤherungen ge⸗ 
hoͤren. In jedem Falle iſt eine bequeme Annaͤherung allein 
fähig, den Mangel eines endlichen Ausdrucks der Stammgrößen 
wenigſtens einigermaßen zu erſetzen. 

Wegen dieſer Wichtigkeit des Gegenſtandes will 10 dem⸗ 
ſelben hier einigen Raum widmen, und über einige der bekann- 
teren Naͤherungs⸗Methoden einige Bemerkungen machen. 
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le 2 A « . . 4 1 
2 * 1 x N J N r 75 1 
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Wenn die Stammgroͤße zu irgend einer entwickelt en. 
| Funktion einer veränderlichen Größe d fx =Ox verlangt wird, 
ſo iſt das naͤchſte Mittel, im Fall keine Verwandlung des Aus⸗ 
drucks in einen andern gelingt, von welchem endliche Ausdrücke 
der Stammgrößen bekannt find, dieſes, daß man dfx—@x 
in eine Reihe zu verwandeln ſucht, die nach ſteigenden oder 
fallenden Potenzen von x fortſchreitet, welches allemal und 
öfterd durch die Methode der unbeſtimmten Coefficienten leicht 
angeht. Von dieſer Reihe leitet man dann die einzelnen Glie⸗ 
der zuruͤck, und die Summe der Stammgroͤßen der einzelnen 
Gcieder iſt der verlangten A gleich „ B. wenn 
4. Pr) wäre, fo kann man —— ag 
ſchon nach . binomiſchen Lehrſatz in die Reihe 


I — ZX TAK. 


oder ( —9 . 


verwandeln. Von dieſer ift die Stammgroͤße | 


E I 
5 8.9 * 


welches die verlangte Stammgröße von = er = Un” 

Aber nur zu oft divergirt die Reihe, ſtatt ſich zu nähern, 
wie z. B. dieſe hier, welche ſich nur nähert, wenn X T iſt. 
Auch iſt die Entwickelung von dfx in eine Reihe nach x öfters 
ſehr beſchwerlich. Daher iſt die Methode nicht zureichend. 


Zweite Naͤherungs Methode. 
174. | 


Merkwuͤrdig find die Methoden, welche Reihen fuͤr die 


Stammgroͤße direct aus der gegebenen Ableitung, ohne Zuruͤck⸗ 


K 


— 1 1 * 


lätung, . Sie beruhen 1 der e Entwickelung 
von S(x-+k) in eine Reihe, nämlich 4 der Gleichung 


5e. LDE Ka fx . one 
Die erfte dieſer Methoden befteht darin, daß man in a 
allgemeinen Ausdruck k=—x ſetzt, denn alsdenn iſt (X k) 
kx fuͤ ß o, weil der für x angenommene Werth ok 


alle x aufhebt; alſo iſt f 1 eine Conſtante, z. B. a; 


folglich iſt 


kx dfu . 2 de ka. 1 woraus folgt 


* * 


x? ** 115 Ae 
bra ad ff C bfr. 


Hier iſt nun d fx gegeben ‚ woraus df x d ohne 


irgend ein Hinderniß gefunden werden koͤnnen, weil die Ablei⸗ 


tungen aller Ausdruͤcke ohne Ausnahme angebbar ſind. Alſo er⸗ 
hält man fx durch die bloße Ableitung ohne Zuruͤckleitung. 
Man kann ſogar die Grenzen, zwiſchen welchen der genaue 


Werth von fx liegt, bei jedem beliebigen Gliede der Reihe, bei 
welchem man aufhören will, angeben. Die eine Grenze iſt in 


dem allgemeinen Ausdruck von (X Tk) bei einem beliebigen, 
z. B. bei dem nten Gliede, der Werth des Gliedes für x 
ſelbſt, die andere Grenze iſt der Werth eben dieſes Gliedes, wenn 
man x+k ſtatt x test, 100 ſich etwa durch 


EHER + kath BER + int er) 


n XK 
vorſtellig 10 laͤßt. u heißt: Iſt die Summe der ſaͤmmt⸗ 
lichen Glieder, die nach dem nten folgen, und die man wegläßt, 
eine pofitive Größe, po ift der Unterſchied von 
rer dnfx und Br dn Hk) 
auch eine pofitive Größe, die aber allemal größer iſt, als die 

Summe der weggelaſſenen Glieder. Iſt die Summe der Glie⸗ 


der negativ, fo iſt es jener Unterſchied auch, und chenfalls groͤ⸗ 
ßer, ſo daß die mn 0 weggelaſſenen Glieder allemal 


zwiſchen 9 


K. Kk n 
— fx A ET re + k) lat. 
Dieſen allgemeinen und ſchönen Satz hat beſonders La grange 


in der Theorie des fonctions ſehr deutlich vorgetragen. Hier 
dn f x 
11 , 


* .. 


# 5 b % x . & 3 4 kn 
nun, wo k=—x iſt, find die beiden Grenzen 1 


n 2 
und ce fo, wenn man unter an fo verſteht, daß in 


dn fx, X So ſoll geſetzt werden. Alſo ſind die Graͤnzen der 
f e F 


300. e te 956 0 


Es ſey z · B. 


} 5 1 5 7 14 nu Pe 
aha eee e e 3 


"a4 a3 (n en 
alſo iſt f 
ee e * x3 ee Xn 


55 Tg. f 
Bekanntlich iſt u ng (149, „ alſo drückt 


dieſe Reihe von fx = ad, von (I X) aus, die 
Conſtante a iſt So, weil log (T+x)=o fuͤr X Ss iſt. 
Bleibt man bei dem nten Gliede ſtehen, fo N die Summe 


Xn 
der weggelaſſenen Glieder zwiſchen — . n (1 W 


— — — — 


>. 
N — — u 
er * 7 
n 
— ee 


„ 
. i rn — „ 

1 W 
* U 4 2 


Erd x) m 5 3 39 
| und folglich eh ech er 2510 


* 
edel Hlas 
wie Beke gun. 535 


Die Näherungs⸗ Reihe 10 8 iſt im Wesentlichen die be⸗ 
kannte bernoulliſche Integrations⸗ Reihe und kann in vielen Faͤl⸗ 
len gute Dienſte leiſten, doch hat man ihre Convergenz wenig 
in der Gewalt, z. B. in dem obigen Falle X log (1X) 
convergirt ſie für ein großes x nur wenig, auch iſt, ſelbſt die 
algebraiſche Berechnung der Ableitungen ee. Ordnung in vie⸗ 
len Faͤllen zu Ra 


Gl 


R Mu 
* 


Dritte Naͤherungs⸗ Methode. 
Br 175. 


Auch wenn man in die Entwickelung von FH, 
xo und k—x ſetzt, erhält man fir die an 9) 
ganz allgemein eine Reihe, naͤmlich 

5 * 


301. ers Lr dk + Selex. 1 al ) | 
ara 
wo die 0 vor dem * angezeigt, daß 8 gesch werden fol, 
dem obigen B A 
In dem 0 igen Beiſpiele d f Ex iſt fie dieſe Nahe 
fox o, dfox=ı, 3 


d foX . dn fox 2. 3. . I, alſo iſt fx aber 
IB rn Ian... 
‚A 4 


Die Grenzen, beim nten Glede ſind wieder b und e 
n iT 9s. 
Dieſe Reife 15 1 Logarithmen ift die bekannte. 


* 


— —— 


RN; xt * 47 8 ze 
METZ * 9 N —2** * 
Die Grenzen ſind e und 2. cos. X/ und 
N E 2.3... DR 2. 3.3 N 
die Reihe für cos. X iſt die bekannte. * 
Es ſey Af x= ſo iſt dee 
b ge log(e 585 5 N 3 
1 
5 PER log Se 4 ar (eK) ober 
1 
en N 5 5805 dee WiN log 00 


de FN ( NE 


(eg 33 


1. f w., und bekanntlich f log int. Ce+x), alſo iſt fir 


K = o, weil . e = I, fon log int. e, 7, 


dfox=— 2, fox g, ea) ꝛc. alſo 


‚302 8 int 6 og int Super 8185 


x4 8 > 
\ rose + FR An 


Auch dieſe Naͤherungs⸗ Reihe kann in vielen Fällen nuͤtzlich 


ſeyn. Ihre Reſultate find wegen X So einfacher, wie die der 
vorigen. Allein auch hier hat man die mene ee nicht ganz 
in der Gewalt- 


n 
1 N 

1 7 4 * 

2 Be) 
- n 
e 


Sn, St . ET NS N 
35 9 5 0 4 KR „% ER \ 
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1 en RER ! 25 0 n * 
1. 
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vierte Räperung 8- Meth Sur 


Man kann aus dem Meme Ausdruck fur AU 
noch eine andere Reihe hernehmen, die ich ſonſt nicht gefunden 
habe. Es ſey naͤmlich „ und i ſo 
iſt für k=—x, Ye const. oder a 
| Pr y-he=b, alſo e by. 

Nun fr gend eine von y abhaͤngende Größe Oy = u, 1 iſt 


en 


oder g 1 N 
1 „bey „ 
S e) Zub „5 2 „ 0 1 ya 1 


Für k=—x, wo 5 1 , oder 

erb- y und == = const. 
erhält man , wenn man dieſe zweite Conſtante Be nennt 

. y)’d’ dz Gy) an y 


2 e- 9 nur 7 Bus 15 en n h 


Nun ſey ue ſo iſt 
| „„ 


Dur — x, u xXx. 

F | 
und was die Grenzen der Reihe betrifft, X o fir yab, 
denn b iſt derjenige Werth von ye, den man erhält, wenn 
man darin k=—x oder x O ehe Alſo iſt 


m (b * du (b—y)n du—10 
u. 0b D. > 55 5 1 | 
and hieraus Ä | 
by 4. i 3 
-( y X. ＋— 127 ya-ı x * 


P 


N * ; Tara RN 2 — 
eee 1 „ ur 98 Ran 


\ 1 Kal, 722 
1 N N a 
2 ai un . 
em —— N 


dend 1 
Nun iſt S 24 well y von x, u 10 y * 


Fellich, weil e ſeyn ſoll, S 17750 ade, N wenn 
N man * beiden Seiten 7 addirt 1 1 we 23 Aber 


0 . x 0 alſo 


v Y 


und folglich, wenn man dieſe Gleichung zurückleitet, ER 


— 


y Tux A Const. 


Es war aber af xy, alſo iſt f * 1 Y T Const., mithin, 


wenn man die beiden Conſtanten be | 


1 
fXTug xy T Const. oder f 
EX xy u Const. 
Seibt man hierin den obigen Werth von u, ſo fannt 
u 
bey Cnet -E Ca ee 
r 0 en 
r ya—ı oder a ar 


303, br Bd. Se | en 


* 2 
050 | 23 en Ye 
RN DEN RR 12 
E . en 0 er 


Ua > da 


Dieſe Nei iſt ebenfalls ein Mittel, 15. naͤherungsweiſe 
durch y dfx auszudruͤcken. Die Größe b iſt darin der Werth 
von df(X Tk) für x= —- k oder von dfx y fur x o 
und die Conſtante iſt der Werth von kx fir x oo, weil für 
* o, y=b, alſo b y So, folglich Kox Const. if. 


— * — 


Für den Sat s bin ift Rn 1 alfo 142 a 


1 * 
oder x = Et, F, folglich 


e ze 


| 1 
ferner b =, alſo b 2 1— —— und Const. ; 


ı+x 1+x 


- 1 o, 5 | 


| el a erbe f at 


2. 2800 
2 log (a +2 =x— 3x 1955 3 3. . , wie bekannt. 


Dieſe Näherungs⸗Methode iſt von i gleicher Art mit den 
hape vorigen 5 


Faͤnfte Naͤherungs⸗ Methoden 
177. 


Blauuweilen läßt ſich ein endlicher Ausdruck fir die Stamm⸗ 
größe einer gegebenen Ableitung leichter finden, wenn man die 
Ableitung zuvor mit einer willkuͤrlichen he multipliciren oder 


dividiren darf; z. B. von der Ableitung 5 5 iſt der endliche 
Ausdruck der Stammgröße nicht. bean. Darf man hin⸗ 


gegen a zuvor . B. mit log x lei, fo hält man 1 


und hiervon iſt die Stammgröße x. Dieſe Bemerkung giebt 


Anlaß zu noch allgemeineren Reihen fuͤr Stammgroͤßen. 
Man ſchreibe z. B. ſtatt der gegebenen Ableitung y, indem man 
willkuͤrliche Größen addirt und wieder ſubtrahirt, wie ſie zur 


Vollſtaͤndigkeit der Ableitungen, die man verlangt, nothwendig 


ſind, Folgendes: Se | 


wo o ſich allein d auf x bezieht, und welches durchaus nichts 
anders iſt, als y, weil ſich alle andern Glieder aufheben, naͤm⸗ 


1 1 a e 


er 
pie I. 7% Er 10 1 = 


5 i = 4 N27 fi 5 15 = 000. 


A | 
u... et. dy > 75 u) j 15 Ne Ag N ö er 
3 


lich das zweite mit dem dritten, das vierte mit dem fünften 2c, 
In dieſem Ausdruck ſind &, , Yo. ganz 2 


Großen, die man alſo ſo annehmen kann, daß ſich — 1 


405 4 1 Ar 4) ꝛc. leicht angeben laſſen. Je zwei neben ein⸗ 


ander ſtehende Glieder aber ſind jedesmal eine vollſtaͤndige Ablei⸗ 
tung, naͤmlich die beiden erſten ſind die vollſtaͤndige ya, 


d 
von 3 ) die beiden naͤchſten von — 8 54 5 40 ) 


die beiden e fogenden von 77 41 5 5 ER 4 (05 g 


u. ſ. w., das letzte Glied + dv 5 | allen bleibt 50 
Alſo iſt das verlangte 


8 


09-4 es | 


. a: 2005 ＋＋ fa, al Y const. 


Dieſe . hat Herr Profeſſor Tralles hierſelbſt in 


Setzt man Fo 


40 da, y=dß, | 1 l Arge ‚on 


den Abhandlungen der Berliner 1 von dem e a 
bis 1811 mitgetheilt. g 


x N x ’ * 
— # „ * * „ 
I * . n 
* PER fi y 2 72 
. — 229 — 
u * N 16 2 un 


ſo Fommt m, sk 


2 308. De 100 


a 5 u GR r 1 ( f au 6056 + Const. 


wo noch 6 RER iſt. 


5 Setzt man y, ſo ir 8 000 x, 00 


=10= ar, e 1 et alſo iſt | 


2 


Be ne e EIER 5 
' ＋Const., 


welches 7 der zweiten SäherungBe Formel 9 750 . 


Dieſe iſt alſo nur ein ganz einzelner Sa der gegenwärtigen all⸗ 
gemeinen, Formel. 

um das letzte Glied zu vermeiden, weil es noch eine be⸗ 
ſondere Zuruͤckleitung erfordert, muß man die Reihe ſo weit fort⸗ 
ſetzen, bis ſie abbricht, oder wenn ſie convergirt mit den ent⸗ 
wickelten Gliedern, bis ins Unendliche fortlaufen laſſen. 


Zum Beiſpiele diene der . / für 8 


a ſo iſt 


y= ae um und es ſey re | 
© 20-0 (1) und d Me 

bene find 1275 195 
L Ire D ee 

1 19 ferner ei r fo ift > 1 . I a9) 


ae. 
mr tete e 


z 
t. Jog x — — — . 
307. 158 5 * (+ I 5 


0 i int. x 


Nimmt man 0 andere Reihe, für welche Ada, 


1 2d g. , ſo iſt — ar alſo = 3) 


23 | I 9 72 


— 
log wen 


R 5 
ei: I 7 8 Sr 10 log gr di 


308. log int. = (1: +2+ 2. Er 1 r 9 


Dieſe letzte Reihe convergirt ſchon, wenn log x größer als 1, 
und es iſt leicht zu ſehen, daß man die Convergenz wegen der 
Willkuͤrlichkeit der Größen , B, y.... noch mehr in der Ge⸗ 
walt hat. Die Reihe iſt vielfacher Anwendungen fähig, und 
man kann der Reihen fuͤr die Stammgroͤße durch ſie beliebige, 
alſo sine unendlich verſchiedene Formen geben. 


Sechſte Näherungs Methode. 


1478. BR. 
Auf eine ähnliche Weiſe, wie für die vorige Fa kann 
man auch ſchreiben 8 


1 =* e 


Ho 269 


eg) de ; 
1659 
N SE 
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+välßda) (> 
0 80 Ge) 


1 
bb fi ch aher Hand ebenfalls alle Glieder bis auf das erſte 
4 0 aufheben, welches =y iſt, naͤmlich das, ie mit ho 


dritten, das vierte mit dem fuͤnften u. ſ. w. 
(Je zwel neben einander ſtehende Glieder machen aber wider 
eine vollſtaͤndige eg aus, 3 pi 7 


ee 4 20. ide 1 (2 


i u: 227 (gr). u TON | 


ek 


u (Am.. ). )4-Const 


wo ce, B, % aiich 90 50 ſind. Be ni 


Setzt man 0027 205 er Kr fo läßt ſich 


die Ferme auch, wie folgt, Here 
m . * — 
310. ak) bank vines 0. 


WERL 10 1 (a 46 . . 0 1 


Dieſe Formel kommt im Weſentlichen mit derjenigen uͤber⸗ 
ein, die neuerdings Profeſſor Soldner in der Theorie d'une 
nouvelle fonction transcendante (des Integral- Logarithmen) 
Muͤnchen 1809 mitgetheilt hat. Wie ich glaube, kommt fie 
ſchon bei Taylor vor. ' 


; | | > 
“ Macht man a und 6 =. . , fo iſt 40 


3 n | 
. 
A = 5 i = W=3x U. J. W. 


ei 
I 
23 
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& ip 5 , Bar (I 


in d N yr 04 3 d (a d 9 n ya a 
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Try A a ee. . Bi 


welches wieder die Bernouilliche e Go) ie 


Macht man 4 Y.. N, ſo iſt 
sd, 40 I x ꝛc., alſo 
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er. FE ( — 20809400 x 


ee Im ale 
2 er: Fa 9 
und weil +5 era i, | 


jj A 
a. wie ehe, 


Macht man g == xn, ſo iſt dan xi, 
Ade—nzm-ı, d (gd) = n. 21 — IX an , yd (5 da) 


In. an — IxIn—, d(yd(Bde))—n. 2u— 1. n- 2K n—5 2c. 


folglich iſt he: 


u Free eee 


— n. 2 n- 1.3 n — 2 x- + ld He 


wo 2 ganz willkuͤrlich iſt. 


In dem len Galle y xn it n TK- 


4 * . EN. xm-2n+ı 
8 f, 125 e hr 
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x 3 a Er 
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* 65 
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1 2 


® 
an % 


| 1 N; 7 1 . PR 
313 d mn I (m—n+ı)(m—2n-42) 


den 


ee Nas = 33 


Da außerdem xm = ar fo folgt hieraus, daß 


d 
31 1 € = 
314. mEI moon) U m2 1. 
| 4. n (2n— 1) | — 
| (m—2(n—1))( (m—3(n—ı) 
won willkürlich angenommen werden kann 1 welcher Satz be⸗ 
merkens wert! iſt. Fuͤr n gilt derſelbe W el 
1 „ 
315. 55 %% wie bekannt. 


mtr m m m 
Fuͤr n 2 kommt 
3 1 2 3 


316. — ( 1— — — 
2 mi m—-1 tr (m—3) 


200 REN: | 

(m—2)(m—3)(m—4)' 9 

Fur n kommt Ah 
2 1 * 3 


b. di ee 
ar N 10. 


u. ſ. w. Es iſt leicht zu ſehen „ daß dergleichen Naͤherungs⸗ 
Methoden auch außer ihrem eigentlichen Zweck zur Entdeckung 
mancher andern intereſſanten Reihe dienen können. Macht man 


| . | . 
1 er — AN? Ales — 2 
= P/ alſo P 2 . AN 1 


| EI er 
Eben fo er w. 1 Ber Zn | 
| 9740474 95 500 1, alf „ e 
si Ze C- HOC 0) 9 


+— (dvlde..)) ＋ Const. 


Ae * 2 y * + 
Waͤre hier y=ex, ſo ware dy Sex, 45 
1 H 1 * 2 2 N ex 

alſo N + Const., wie gehörig. "Wäre y— 2 


N IR Y 2 xy ex 
welches auf den Integral-Logarithmen fuͤhrt, jo mare dy 
r > 


Ber? 
N x | I FI.,r® 
Dh = — = RER i 
N 5 8 GG) Si dy „ar ) 
Se N 
1 8 a & ei Da 175.7 ** — 15 
2*—1 y? * 
— elner — — 
1 gm. W 
ö e K 
ex \ ex \ 
— — ser alſo 


) ö u ‘ 2% 5 
1 — 225 A Hi \ 


4x —13* > 
101 55 Nee 
an eine Reihe it „ die r ein n große X recht gut con⸗ 
vergirt. ; x ® 
179. 


Alle bisherige Naͤherungs-Methoden ſind unmittelbar aus 
der allgemeinen Entwickelung 


Tt TLas Ak dir 
hergenommen. Auch die allgemeine Formel, welche bei Sum⸗ 
mirung der Reihen gebraucht wird, kann zu einer Näherungs⸗ 
Methode benutzt werden. Dies giebt die 
Siebente Näperungs. Methode 
5 180. | 
Die erwähnte allgemeine Formel ift folgendes 
320. SY. K. oer uer klein key 
+ Const. 


wenn Sy die Summe einer Reihe von Werthen der von x 9 0 | 


hängenden gegebenen Größe y bedeutet, für eine correſpondirende 
Reihe von Werthen der Größe x, „die um K von einander ab⸗ 
ſtehen, , 8, Y. ., aber unveraͤnderliche Coefficienten ſind, die 
mit den Bernoulliſchen Zahlen in Verbindung ſtehen. Dieſer 

allgemeine Ausdruck laßt ſich auf eine hoͤchſt einfache Weiſe her— 
leiten, die ich ſonſt nicht gefunden habe. Ich will ſolche mit- 
theilen, obgleich der Ausdruck ſelbſt bekannt iſt. Denn z. B. 
Euler handelt davon im -zten und 7ten Kapitel des 2ten 


Bandes der Differential-Rechnung, Lacroix im sten Bande 


| 319. 205 Be 1 ort 9 


1155 — 208 — 
der Differential = ui Integrale bung S. 20% 105 und 126 | 


der erſten Ausgabe und Andere mehr. 
Wenn nämlich y=Q@x wäre, fo wird gef bie Sn 


der Reihe Ok, ‚olek), O (3 k). . O (z Kk) Ox, denn dieſe 
Summe b e Sy. Nun ſetze man / 


an 


. 1 


wo p, q, r.. . Größen find, die von x a fo kommt, 
wenn man in diefe Gleichung x+-k ſtatt x. feht,. d 
| | \ 5 K 2 * 1 1 5 
kSo(s+k)=p+kdp +09 me 
/ 5 eh | 

+k 4 Kk dq = d: q. 
＋ er RN Kk3 dr za 

| TE e 
i 00 man von dieſer Gleichung die urſprüngliche K 8 O XR 
pTEKAT Er. ab, ſo erhaͤlt man auf der linken Seite 
die Größe K (8 N Ox); dieſe Größe aber iſt nichts 
anders als k C (X 4g), denn SPx bedeutet die Summe der 
Glieder Ok, G (Ok). ... bis @x mit Einſchluß des letzten, 
hingegen SP (x+k) ner die Summe dieſer Glieder, um 
eins weiter bis zu (X Tk) mit Einſchluß deſſelben; alſo iſt 


der Unterſchied von G (X k) und Ox nichts anders, als das 
letzte Glied O(zx-+-k) au 1 80 der TER Seite bleibt 8. | 


Hide 1 Sag 
ar. 


welches allo der Größe Kk (X-) gleich iſt. Entwickelt man . 
nun Q(x-+-k) nach der allgemeinen Ee ene fuͤr 


f(x * k), naͤmlich 


— 237 “u; 4 


3 ai 1 Be ah 8 4 5 | 4 3 um k’ Kr ER 1 
ene Be: 


ehe 1 175 * 4 a- Iren, ü 19 


« erhält man, wenn man ooch 1 55 mit k duidüt, die 


Wachung 


Vera —dpr Serge ggü. we 


\ ’ 


kg u re 4 


u 1 . = EM 
7 ö ＋ Eds. 1 

Hieraus folgt, weil die Coefficienten zu glächen benen 

des willkürlichen k a ſeyn PR, 9 

ay, alſo pv . 

AR e 
dr 1 — — Up, ee dee 

RN „ u. . w. 


alſo iſt, wenn man die fo eben gefundenen Werthe von p, q, r 
in die ſupponirte Gleichung kSy=p+tkg+kr... ſubſti⸗ 
AuM und die W. Corfficienten durch , 8, 7 Din 


k5Yz ug y+HBky+rkay. ei ME 


her s E Aver klar Cle. . A Cui, 
wie es im Anfange dieſes Abſatzes behauptet wurde. Die Sah⸗ 
len⸗Coefficienten find . 


‘ 


C =I, Paar: Y z, 4 o, re ge. 


Daß bei dieſer Herleitung die Form des Ausdrucks von Sy, | 


namlich die Form pK EKT... willkuͤrlich vorausgeſetzt 


wurde, ohne erſt die Form zu unterſuchen, geſchah, wie es bei 


der Methode der unbeſtimmten Coefſicienten, wenn man will, 


immer geſchehen kann, und auch oben bei der allgemeinen Ent⸗ 
wickelung von f(X Tk) geſchehen iſt. Dieſe Willkuͤr hat wei⸗ 


ter keine Gefahr, als daß man vielleicht eine Form annimmt, 
auf welche ſich die zu entwickelnde Groͤße ihrer Natur nach, 
nicht bringen laͤßt. Dann muß ſich dies aber unfehlbar dadurch 


zeigen, daß man unmoͤgliche oder gar keine Coefficienten findet. 


Findet man wirkliche Coefficienten, ſo koͤnnen ſie, wenn man 
ſonſt ohne Fehler rechnete, nie unrichtig ſeyn „ und folglich iſt 
auch 8 die Coefficienten die Form der Reihe gerechtfertigt. 


181. 


Aus dem allgemeinen Summirungs⸗ „Ausdruck kann man 
nunmehr unmittelbar eine Reihe fuͤr die Zuruͤckleitung hernehmen. 
Denn in derſelben beruht die n auf der Zurückleitung, 


weil ſich das erſte Glied 4 K 4 y rechter Hand auf eine Zu⸗ 
ruͤckleitung bezieht, alſo 1 man auch umgekehrt die Juruͤck⸗ 


leitung 1 die Summirung verrichten. Bringt man namlich 


das Glied ＋ auf die linke Seit und alles Uebe auf die 


rechte, I erhält man, weil DI iſt, 


eh 4 K er rkar-eb gn c 


Man darf nur, um nach diesem Ausdruck hie Stammgröfi 
Ty aus einer gegebenen Ableitung y naͤherungsweiſe zu finden, 


die verſchiedenen Werthe von y=Px für xk, x ak, 
x—3k,... bis zu x nk berechnen und zuſammen nehn 
fo erhaͤlt man das erſte Glied Sy. Berechnet man darauf auch 
noch dy, d’y.... ſaͤmmtlich für x nk, zieht Aydrkay 


5 * ; 4 


b ..-=-.. 
| ar v. e, von Sy ab, und multiplicirt den Ab mit Kk, fo 


erhält man näßerunganeie die PRO Stimmgröke Ty zu der i 


| gegebenen Ableitung R N 


Die Reihe kann in vielen Fillen convergiren und folglich 


. nuͤtich ſeyn. Allein die Convergenz haͤngt auch hier von dem 


Werth der Größen dy, dy.... fr X nk ab, welches 
dann, wenn dieſe Groͤßen alle oder einzelne von Fe ſehr groß 
ſind, wenigſtens wieder beſondere Verwandlungen erfordert. | 


pam 


Achte Naͤh erung s Me thode. 
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182. 5 


Eine * 88 Näberungs - Ae 0 bei Be es 
ebenfalls auf die Berechnung einzelner Werth der zuruͤckzuleitenden 


Größe und ihrer Ableitung ankoͤmmt, und welche 15 ſonſt nicht 


gefunden habe, iſt folgende: 

Man darf naͤmlich nur die Stammgroͤße a der allge⸗ 
meinen Formel für f (KK), anſtatt im Ganzen, fuͤr die ganze 
Ausdehnung von x auf einmal vielmehr ſtuͤckweiſe etwa fuͤr 
gleich große Theile von x oder von einem y bis zum naͤchſten 
berechen, und dieſe verſchiedenen Theile zuſammenziehen, welches 
das Ganze ebenfalls genau giebt. Wenn man naͤmlich den 
Werth der Stammgroͤße d- 1 y oder d-ı9x von y Ox in 
der Ausdehnung von X =a bis X b verlangt, das heißt den 
Werth von Fb— Fa, wenn d—1 5 = Fx, ſo theile man den 
Abſtand D in eine beliebige Zahl n, etwa gleicher Theile, 
e jeder —k ſeyn mag, ſo daß 


322. nk=b—a, 


Nun heiße der War bei gegebenen y für Da, 1 fuͤr +, 
art 

für x Sa＋T Ak, 5 u. ſ. w. fuͤr x Sa nk oder b, A 
ſo kommt es auf ar Ausdruck der einzelnen Theile der Stamm⸗ 
groͤße F (X Tk) - FX, F(X Tak) — Fa + u. ſ. w. an, 


1) * 
> 
+ * * 
—— — 
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1 ＋ 9 rs kühe E Px 1 N ar... 1.72 
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Für den zweiten Theil der Sante welcher SF. 8 + 2%) | 
ec iſt, iſt ars, alſo 33607 ö 
cer I a 6e. 


‘es 


Für den dritten Theil iſt art er ERROR An 4 
en Fix+2k)= 174.4 4 75 e 


u. ſ. w. Zieht man alſo alle diese bäumen den dae, 
ſo 500 man das verlangte Eb Fa oder | 


2 u 
3 d—ı Gb d ur ir +y:. * 


aan 5 50 
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Es werde der Lo ogarithme der Zahl b geſucht, ſo it 
Fb = log b, alſo Fa Soo, und folglich log a o und a 1. 
Die einzeln zuſammenzuziehenden Theile ſind alſo 


108 (-L) -—-10g 1, Toglr+ak) 10g (A, 
we nee }2%) oder 1 95 


log ( . u lo 374K 0 og bass 


’ „„ a. „ 
si 1 2 25 sk. N 14 ie: 11 


wie Fauth ae klar iſt; Kin man ai in Thel 
mene Wee ſo kommt | 


— — — 


Ri 5 EA. ae 
| Ioga= = e HTI 


. —log (1 nk) log b. : we = 


— 1+3k 
Da ale die Sahlen x IE ITK 


K. hinreichend klein annimmt, der 1 ſehr Aa kommen, ſo Taf 

ſich die einzelnen Logarithmen leicht berechnen, alſo kann man 

die Convergenz der Reihe fuͤr die einzelnen Theile des geſuchten 
Logarithmen nach Belieben verſtaͤrken. Z. B. wenn der Loga⸗ Re 
rithme von 2 geſucht wuͤrde, und man ſetzt k 28, fo it 


10g 2 log 2 log 18 ＋ 10 3 . log 29, 
wonach der verlangte Logarithme bequem berechnet werden kann. Bu 
Nach der obigen Formel ſelbſt ift für den Fall, daß 5 


1 f. w., 7 wenn man 


* u Di ge iſt, n 
0 1 a 2 % 1 ii g 
N a Ah ITK 
Ferner iſt W — , alſo i 5 
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1 1 1 
Ran Serena rech 


u. ſ. w. 
| Wird nun k ſehr klein angenommen, ſo kann man ſich mit 
einigen Gliedern e, 6 un man blos bei dem erſten 


Side (14. 3 + Ber? 1 bleiben, ſo wäre 


Sir 77 
ee eee u. | 
en ae 
| eee 2. iſt, it 


wenn man die Summe der natürlichen Zahlen von 1 bis n 
durch Sn, die Summe ihrer Quadrate durch Sn, die Summe 
der dritten Potenzen durch Sn? u. ſ. w. bezeichnet, =—=k(n—k$n 
TES. — 3 Sn. . . .), oder weil kn b 1 er 


| ee es ae 
Re me 
oder auch, weil . iſt, 


325. u ai 7 


wo n, ſtrenge genommen, o groß ſeyn muß. e Un 8 


Aus der Summirungs⸗ Formel in (180.) kann man be⸗ 
quem die Größen Sn, Sn’ . w. faden. Das dortige k 


| — 243 in 

img; ift hier 1, weil die Summen fuͤr die um 1 von Ananber 

abſtehenden naturlichen Zahlen geſucht werden; das dortige y 
hingegen iſt hier der Reihe nach n, n, ni u. f. w., alſo iſt⸗ 
das erſte Glied des ortigen Ausdrucks fuͤr Sy, worauf es nur 

ankommt, weil die folgenden 5 niedrigere Potenzen von 


f n enthalten, =. welches hier = n für Sn, . für Sn? a 
gibt 1000 8 n an, Sn’ EN een An“. , fag it 
* br 2 5 3 born) “ 
Rt e ee 3 * ) 


a l 
* 25 e le ae 

sa wieder die ne Formel ih a 0 iſt. 
Wollte man die beiden er n Glieder annehmen, fo wäre 
das zweite Glied noch zu dem Pligen ie: ine Es 
iſt 492 A 11 rg 


1 * 


eee er 17 
55 +3 4 +3 


wo die Zahlen = Corfficienten die natürlichen Zahlen find. Fuͤr 
das dritte, vierte Glied u. ſ. w. find fie die dalegnann ten figu⸗ 
rirten e alſo N 


alſo iſt das 95 Glied 


„„ 10 


0-21 sos Sal, Sn. 4 
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wo n 80 groß ſeyn muß. Di Ausdrücke für d 1.5 Fee c 
men, ſo wie die andern, wenn man mehrere Glieder der Reihe 
nimmt, ſind mehr zu bemerken wegen ihrer Geſtalt und der Art, 
wie ſie gefunden worden, als wegen der Convergenz, die be 
kanntlich auf andern Wegen viel beſſer erreichen laßt. | 
Dieſe achte Näherungs = Methode kann in andern Fällen, 
wo ſich von der gegebenen Größe y und ihren Ableitungen meh⸗ 
rere Werthe bequem borechnen laſſen, nuͤtzlich ſeyn; denn da k 
willkuͤrlich ift, fo kann man es ſo klein annehmen, daß zuweilen 
blos einige der erſten Glieder zur Naͤherung hinreichen, jedoch haͤngt 
die Convergenz auch dieſer 9870 von dem pee der Groͤße 
. 8 5 ab. N a 5 az l 


182. f 2 : | N 19 

Wachen Einfluß dieſe Größen auf alle Näheungs⸗Rehen 
haben „ in welchen fie vorkommen, iſt deutlich zu ſehen, wenn 
man die Aufgabe, die Stammgroͤße von y zu finden, auf einen 
Fall der Geometrie anwendet. Laßt man nämlich die gegebene 
Große 15 die Ordinaten einer Curve LEHE aa here Abſeiſſe * 
er den Coordinaten, und die eee d— y von y be 
rechnen, heißt nichts anders, als die Curve quadriren; wes halb 
auch zuweilen die Zuruͤckleitung einer Ableitung erſter Ordnung, 
die nur von einer veraͤnderlichen Groͤße abhaͤngt, die Quadratur 


genannt wird. Ki * 


Bei der Carve, deren Ordinate y ift, beziehen fich nun die 
Größen dy, dy.... auf die Natur ihrer Krümmung. So ö 
bedeutet z. B. dy die trigonometriſche Tangente des Winkels, 
welchen die an der Ordinate, die Curve beruͤhrende gerade Linie 
mit der Axe der x macht. So wie ſich alſo die Krümmung 
der Curve der Perpendicularität auf die Axe nähert, wird dy 
ſehr groß, und il groß, ſobald die Curve auf der Axe 


\ x 


* x 


u — 245 28 
3 ſteht. d eſes kann aber geſchehen Hop einen bedeu⸗ 


tenden Einfluß auf die Größe der Fläche der Curve unter den 
Coordinaten, folglich ſind alle Formeln, welche die Größen d y, 


dy. . enthalten, zur Annäherung an die Stammgroͤße wenig 
geſchickt. Liegt gar ein Wendungs⸗, ein Ruͤckkehr-Punkt oder 
eine Aſymptote in dem Umfange der Ausdehnung, fuͤr welche 


finguläre Punkte nicht vorher kennt, um in denſelben die Stamm⸗ 
größe 1 au des Ane e zn bekommen. 


Ihe 823 


hi 1 184. 
um dieſem Uebel np hen, fen man vielfältig um Aus⸗ 


drücke bemüht geweſen, welche die Größen dy, dy. nicht 
enthalten. Das Mittel, zu dergleichen Ausdrücken zu gelangen, 
N im Allgemeinen darin: anſtatt die genaue Stammgröße 


** annaͤherungsweiſe zu ſuchen, das heißt, anſtatt die wirkliche 


Curve 5 annäherungsweiſe zu quadriren „ vielmehr irgend 
eine andere leicht angebbare Größe F x willkuͤrlich anzunehmen, 


die der wahren Größe, ihrer Natur nach, nahe kommt, und 
dieſe Größe Fx genau zu berechnen, oder was daſſelbe iſt, irgend 
eine andere Curve 5 = x, die ſich leicht quadriren läßt, und 


die der gegebenen nahe kommt, willkuͤrlich anzunehmen, dieſe neue 
Curve y=Ox genau zu quadriren, und ihre Fläche für die ges 
ſuchte zu nehmen. Hieraus entſtehen noch mehrere Naͤherungs⸗ 


Methoden. 


Neunte Naͤherungs⸗ Methode. 
e TE 2 2 
Was ſich zunaͤchſt darbietet, iſt, daß man die zu quadrirende 


Curve als ein Polygon betrachtet, das heißt, daß man in wills 


kuͤrlichen, etwa gleichen Entfernungen von einander, Ordinaten 
zieht, alsdann die Punkte, in welchen dieſe Ordinaten die Curve 
ſchneiden, mit geraden Linien verbindet, und die Flaͤche zwiſchen 


man die Stammgröße verlangt, fo werden die Ausdrücke unbe⸗ 
ſtimmt, und man laͤuft ſelbſt Gefahr, wenn man dergleichen 


* 


5 ; 1 
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ber Wischen gebrochenen Linie und den zußzerſten Cootdindten 


ſtatt der geſuchten Flaͤche nimmt. Hierauf beruht die erſte 


Näherungs = Methode, welche Kramp in dem ſechsten Bande 


der Annalen der ee von W e ©. 281 “u Ba 


ſchlage. EN 
Fig. 33. Berbindet man blos die unte A BE 8 „in 
den die beiden aͤußerſten Ordinaten die Curve ſchneiden, mit 
einer geraden Linie, fo entfernt ſich das nebenſtehende Viereck 
ABA B' am weiteſten von der Fläche der Curve. Zieht man 
mitten zwiſchen den beiden aͤußerſten Ordinaten eine dritte Or⸗ 
dinate CC und verbindet die drei Durchſchnitts-Punkte der 
Ordinaten und der Curve mit zwei geraden Linien A C' und 
5 C., fo kommt das Fuͤnfeck AB B' C A der Fläche der Curve 
ſchon naͤher. Man naͤhert ſich derſelben noch mehr, wenn man meh⸗ 
rere Ordinaten zieht, und kann damit ſo weit gehen, als man will. 

Tragt man die Zahlen-Werthe, welche die Flaͤchen der 
verſchiedenen Polygone. ausdrucken, auf diejenigen Ordinaten, 
welche um einen von den Theilen, in welche man die ganze 
Be getheilt hat, von der erſten Ordinate entfernt find, alſo 
3. B. den Zahlenwerth der Flache des Vierecks AB AE auf 
die Ordinaten BB etwa in BB, den Werth der Flache des 
Fuͤnfecks A BIB CA’, auf die Ordinate CC etwa in C, den 
Werth des Siebenecks A D CE B B A, auf die Ordinate DD! 
etwa in D, fo entſtehet eine neue Curve Beyda,- welche die 


Annäherung der Flaͤche der verſchiedenen Polygone an die Flaͤche 
der Curve bildlich darſtellt. Dieſe neue Curve ſchneidet offenbar 
die erſte Ordinate AA in e ſenkrecht, denn A iſt der wahre 


Werth der Curven-Flaͤche, weil dieſes A nach der fir die 


Bildung der neuen Curve 5 angenommenen Regel, die Fläche 


desjenigen Polygons iſt, welches unendlich viele Ecken hat, oder 
fire welches die Abſeiſſe in unendlich viele Theile getheilt iſt, 
welches dann mit der Curve ganz uͤbereinkommt. Wenn alſo 
die Gleichung der neuen Curve aß, 2 fx iſt, fo il 


die trigonometriſche Tangente dz des Winkels, welche die 


Tangente der Curve &A mit der Axe der x macht, für den 
Punkt & o. Hat man alſo die Gleichung der neuen Curve 


4 f, fo darf man nur diejenige Ordinate derſelben ſuchen, bei N 
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Nun kennt man mehrere Ordinaten der Curve & B, und 6 
Kt darauf an, daraus die Gleichung der Curve zu finden, 
welches ein gewöhnliches Interpelations-Berfahren iſt. e 
fest die Gleichung der neuen Curve a 3, 


n 14 e, a LBE C NF De. S J 


wo o alſo 4 erſte Coefftient A der Werth der Flaͤche der gege⸗ 
benen Curve AB iſt, denn fir x o iſt nach dieſer Gleichung 
25 alſo iſt A die Ordinate Aa der neuen Curve, die der 
Abſeiſſe 0 entſpricht, und welche angenommenermaßen bie 
wahre Fläche der gegebenen Curve vorſtellt. Man findet die 
Coefficienten der Gleichung, alſo auch A durch die Elimination, 
denn wenn man fir die verſchiedenen x, fir welche man die 
Wurthe der Ordinaten kennt, denſelben dieſe Werthe giebt, 
3. B. wenn man ‚für =AB, die Ordinate Bß gleich der \ 
Fl. äche des Vierecks ABR A,, für e Ordinate =cy 
gleich der Fläche des Fünfeck A OB BA macht u. ſ. w., fo 
erhält man fo viel Gleichungen, als Ordinaten vorhanden ſind. 
Giebt man der Gleichung 2 = ATB, eine gleiche Zahl 
von Coefficienten, ſo findet man dieſe Coefſicienten durch die ge⸗ 
0 wöhnliche Elimination. N 


6% 0 


Kramp iſt von diefer Methede, von 19 er die Aus⸗ 
führung der Rechnung in der oben erwaͤhnten Abhandlung ge= 
geben, und zu welcher er die Grund-Idee aus einer Schrift 
von Obenheim uͤber die Wurflinien genommen hat, in der Folge 

wieder ab, und zu der folgenden einfacheren Methode uͤberge⸗ 
gangen, und zwar wie es ſcheint mit Recht; denn in ſeiner er⸗ 
ſten Methode iſt zwar Alles, bis auf den Punkt, wo es darauf 
ang die Gleichung der neuen Curve & B zu ſuchen, ſtrenge 

richtig, allein von da ab iſt es willkuͤrlich, daß man für die 

neue Linie annimmt, ſie ſolle paraboliſch ſeyn. Freilich iſt ohne 
dieſe oder ſonſt irgend eine Willkuͤr uͤberhaupt nicht weiter zu 
kommen. Man kann aber, wenn man ſie aba) „ * zum 
Ziele gelangen. | ö f 


x 
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A he Zehnte Naͤherungs⸗ Methode. . 
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Dieſe einfache Methode, die guch Kramp im dn 


g ee Annalen D. 372 c., fo wie mit einigen Berſchtgungen, 


wiederholt im gten Bande derſelben S. 373 bc. vorträgt, iſt 


auch noch mehr der Grund- Idee gemäß, nicht ſowohl die wahre 


Fläche der gegebenen Curve oder die wahre Stammgroͤße naͤhe⸗ 
rungsweiſe zu ſuchen, ſondern vielmehr eine andere Curve, die 
ſich bequem quadriren läßt, und die der gegebenen ſo nahe als 


“möglich kommt, anzunehmen, ihre Fläche genau zu berechnen 


und dieſe dann fir die Fläche der gegebenen Curve zu ſetzen. 
Man nimmt in der That hier eine andere Curve willkürlich an, 
die der gegebenen nahe kommt, und ſucht ihre Flache. Die 


i Willkür „ die man zulaͤßt, beſteht alſo darin, unmittelbar eine 


an⸗ 


andere Curve der gegebenen zu quadrirenden zu ſubſtituiren, 
ſtatt daß bei der vorigen Methode der Gleichung der 095 


welche die verſchiedenen naͤhernden Flachen vorſtellig machte, eine 


willkuͤrliche Geſtalt gegeben wurde. Die gegenwartige willkuͤr⸗ 
liche Annahme iſt Mea einfacher und, fußt, ig A 


Speck. 


Bekanntlich ſind nun diejenigen ile, welche ſſch am 


leichteſten genau quadriren laſſen, Parabeln. Man nimmt alſo 


an, die gegebene Curve ſey eine Parabel et Bidmag deren 
Gleichung een en 1 


327, 5 a: . W 
Die möglichſte Annähegeg dieſer Parabel an die 8 


Curve ſucht man dadurch hervorzubringen, daß man die beiden 


Curven in ſo vielen Punkten ſich ſchneiden läßt, als man ein⸗ 


zelne Ordinaten berechnen will. Nur zwiſchen dieſen Punkten 


weichen alſo die beiden Curven von einander ab. Zieht man 


die Ordinaten, welche die beiden Curven gemein haben ſollen, 
in gleichen Entfernungen, und zwar in der Entfernung 1 von 
einander, und nennt; die Ordinaten fir x o, a fir x t, 


ab. fur x2 en f. w. „ ſo iſt, e e e ee 


Gleichung der Parabel, e e 


k ’ . 
Br 4 


ar = 
a 
ag T gehst... 
d=. 36 T9 27d. 


1 


. w., und ſo viel Ordinaten man berechnen will oder aut; 


fo viel unbeſtimmte Coefficienten æ&, B, ... kann man ein⸗ 
fuͤhren. Es kommt jetzt darauf an, aus dieſen Gleichungen die 
Coefficienten &, 8, . .. durch Elimination zu ſuchen, um fie 
in die angenommene Gleichung der Parabel ya. EEX NN 
zu ſubſtituiren, allein die Gleichung dieſer Parabel laͤßt ſich in 


einer andern Form noch etwas leichter finden. 


Dieſelbe muß ſich naͤmlich auf die Form 8 
u ATE TCE Dean) 


bringen laſſen z. dann ſetzt man in dieſe Gleichung, der Reihe 


nach, 9 EM PRO: kommt, weil Ya, b, e. 
für X o, I, 2. 
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4 A 


5 200 1 34. c=A+2B42C 


d=A+3B-+32C+32D 


u. . w., welches ebenfalls fo viel Gleichungen als n 
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8 H 
Be b Ab- | | 
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"3.2D=d— 420 
Ad —a —3(b—2)—3. z -ab 
=d—3c+3b—a 
u, 10 w., oder wenn man die erſte, zweite, „ dritte ꝛc. Differenz 
der e a, b, Lori durch Aa, a, Wa bezeichnet 
ara A Ama 
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. 4 w. Alſo iſt die Gleichung der Parabel, * die Die 
naten a, b, 0. mit der Ko gemein hat, | 


13 . 57 Ae. ＋ 7 — en 
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Die Fläche dieſer Parabel unter den Ebbidingten de men 
ſtatt der Flaͤche der gegebenen Curve nehmen will, iſt nun durch 
die Zuruͤckleitung leicht zu finden. Iſt die Zuruͤckleitung ge⸗ 
ſchehen, ſo muß man die Conſtante für xz>q ſuchen, und 
dann die Stammgröße in dem Umfange von x=o bis xn 
nehmen, alſo x n ſetzen „ wenn man n Ordinaten berechnen 

will. Alſo muß man auch bis zu der nten Differenz Ara gehen. 
Kramp entwickelt ausfuhrlich den Ausdtuck der Stammgroͤße 
fuͤr verſchiedene Zahlen der Ordinaten von n= bis n=12, 
und theilt die berechneten Zahlen-Coefficienten mit. Die Flaͤche 
der Curve wird nun blos durch die verſchiedenen Ordinaten be⸗ 
ſtimmt und der Ausdruck derſelben enthaͤlt blos dieſe Ordinaten, 
multiplicirt in beſtimmte e Coefficienten, die fuͤr alle . 
ven paſſen. 

Von dieſer Näherungs⸗ Methode gehoͤrt wahrſcheimich * | 
erſte Idee Newton zu. Man findet dieſe erſte Idee in dem 
fuͤnften Opusculo auf Seite 281 des erſten Bandes der Ca ſtil⸗ 
lon' ſchen Ausgabe von 1743. Die Newton ſche Abhandlung 
iſt von 1711. Faſt gleichzeitig hat Rover Cotes denſelben 
Gegenſtand weiter bearbeitet. Seine Abhandlung ſteht in 
einem Buche, welches den Titel hat: Aestimatio erro- 
rum in mixta mathesi per variationes partium trian- 
guli plani et Reis Auctore Rogero Cotes, Lem- 
goviae 1768. In dieſem Buche iſt mehr enthalten „ als der 
Titel angiebt. Die zweite Abhandlung in demſelben, de me- 
thodo differentiali Newtoniana uͤberſchrieben, enthält weitere 
Bemerkungen über die Newton ſche Idee der annaͤherungs⸗ 


| 1 
| weiſen PN Die Reſultate, welche Cotes am Schluſſe 


der Abhandlung S. 86 giebt, und welche von n=ı bis 10 


berechnet find, ftimmen mit den Kram p' ſchen überein. 
Ferner hat Herr Lambert Unterſuchungen uͤber dieſen 


Gegenſtand angeſtellt, welche un unter dem Titel: „Quadratur 
und Rectiſication der krummen Linie durch geradlinige Vielecke, 


welche um dieſelben und in denſelben beſchrieben werden koͤnnen“ 
im zweiten Theile ſeiner Beiträge zum Gebrauch der Mathe⸗ 
matik, Berlin in der Real-⸗Schul⸗ Buchhandlung 1770 befinden, 
und deren Reſultate im Weſentlichen ebenfalls auf die Newton⸗ 
Ihe, Eorefihe oder zweite Krampſche 1 hinauskemmen. 


- Eilfte Naͤherungs „meiden 
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Neuerdings hat Herr Hofrath Gauß in dem dritten Bande 
der Abhandlungen der Gottinger Univerſitaͤt von 1816 eine ſcharf⸗ 
ſinnig e Unterſuchung uͤber die naͤherungsweiſe Quadratur mit⸗ 
getheilt, welche auch zugleich von der Coteſiſchen oder Newton'⸗ 


ſchen Methode handelt. Dieſe Abhandlung beſchraͤnkt ſich nicht 


auf den Fall, wenn die Ordinaten gleich weit von einander ent⸗ 


fernt find, ſondern erſtreckt fi) allgemeiner auf beliebige Ab⸗ 


ftände der Ordinaten. Fir die Ordinaten wird ein Ausdruck 
von derjenigen Form geſetzt, welche La ann bei der 1 
polation der Reihen gebraucht hat, naͤmlich 

(t—a) (ta J 222 M 
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-1-A(n 175 alm —a)(am)—a’ Nees 3 (aln)— au-) 


wo t auf die Abſeiſſe uͤberhaupt ſich Gesicht; a, a, a2. . àadn) aber 
die beſtimmten Abciffen fuͤr die einzelnen 0 been Ordinaten bedeus 
ten, heißt das Produkt (t—a)lt—)(t—a! ). . (.- a(n)) = 


* 
? 


* 


* Mk 
Ä FRA RER 
IRRE, 

1 f 7 N 


1 — 252 — 
| aeg RR 
1 Find die Sill der ee ienten von A, „ nn 
T 
1 
Saͤhlern wird, wenn man darin ta, t t= ab ſetzt. | 
Berignet m man * durch M, M, M“. . , fo iſt | 


| AT, A T. | AT 
„330 ge, En RT (— 4 * 


T 
%, hingegen die Penner find das N was aus den 


Die Größen m, m), I Zen RD nichts anders, als die 
Werthe von dT, wenn man darin der Reihe nach N 
e==a ſetzt; denn es iſt | 
a T (-a) (-A). (i—adi)) f 
* ＋ (—a) (t—2”).... (t-aca) 
(ta) (t—a) (-“) . . . (-an). 42 
welches d T= (t -A) ((- ). (t.—alny M giebt, wenn 
man ta ſetzt, dT = (aa) (A-). ae 
wenn man ta ſetzt u. ſ. w. Nun ſetze man 
hi RS Ha IE ENTE tu-2 . 5 
„ iſt züglich, weil T=o für N Ä 0 
o—antı Tem * an—ı & an—2,.... 
5 alſo, wenn man die letzte Gleichung von der erſten abzieht, 
»s Tatmkt —antı F ort 
Alle Glieder rechter Hand ſind durch t—a theubar, bout h 


er 
A — 8 Brac mehr, ſondern „ 


— 


2 ac tn—2 ＋a m... et 


t— ii, 
 helen—ı ＋— à 112 + a? tn. ... . + en. 
Ta (tn—2 atu—3 450 eie au-) ice 
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ex 5 140 
Die ; Stammgröfe Sin, it J/%%%ôö»ͤ—Ü—ͥ 6 N 
1 T RER atn en — | 
d-ı 2 = — nee Nint. 
1—a at: 5 n + n—1 9 1 4 5 f en 
a mu Arn . 
A 2 ne Br A ant " 
1 *. 
f 8 „ „tu N Ei 
＋ Const. 4 
alſo in der Ausdehnung von t So bis t! 
; e IT ]] 17.0904 4 
331. d+-ı — 2 1 Bi 
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ee 
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e 9 DB 8 — 8 » % „ 


＋(an—2 — an T an . 4 state) 
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Nun Wild bemerkt, daß wenn das Produkt der Große T 
in die unendliche Reihe t—1 +3, -a ＋3t-55 4 
heißt und T“ die Summe der Glieder mit poſitiven Exponenten, 
J“ die Summe der ubrigen Glieder bedeutet, der obige Aus⸗ 


1 


. 
druck fuͤr da gerade die KR Glieder für e e zuſam⸗ 


* men wach 6 alſo 9 Der Be. 
7 j 5 fi 97 
T 
41 2 ſey. Nun war Ar fü ta, atfo ie 
ie AT AT | 
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1 W | 
brücke aber giebt die verlangte Stammgröße — ar i n 


ſinnreiche Verwandlungen macht Herr FIR Gauß das ge⸗ 


fundene Reſultat fuͤr die Ausuͤbung noch brauchbarer und giebt i 
am Schluſſe eine Anwendung auf den Integral = Logarithmen. 


4 3woͤlfte Naͤherungs⸗Methode. 


1 88. 


Durch 111 0 ungemeine Einfachheit zeichnet ſich die Methebt 
von Bérard, einem des Geſichts beraubten Mathematiker bei 
der Schule von Briangon, aus, für die Newtonſche Art durch 
Parabeln zu quadriren, die Coefficienten der Ordinaten in dem 


Reſultat zu finden; auch weicht dieſe Methode in der Wahl der 


Parabeln von der Newtonſchen, Coteſiſchen oder Krampſchen 


etwas ab. Sie iſt im ten Bande der Annalen der Mathema⸗ 


tik von Gergonne e und i im ee in 


Folgendem: 
ZBiauerſt iſt klar, daß der Ausdruck der Flaͤche einer gegebenen 


beliebigen Curve, wenn man ſie fuͤr eine Parabel irgend einer 
Ordnung nimmt, nur aus einer Summe von Produkten der ge⸗ 


x gebenen Ordinaten in unveraͤnderlichen Zahlen = Eoefficienten be⸗ 


ſtehen könne, weil ſich die Flaͤche jeder Parabel durch Produkte 
der Ordinaten in die Abſeiſſen und beſtimmten Zahlen⸗ Coeffi⸗ 
eienten, die ſich nach der Ordnung der Parabel richten, aus⸗ 
drucken läßt, woraus folgt, daß der Ausdruck der Flache blos 


die Ordinaten allein und beſtimmte Zahlen- Coefficienten ent⸗ 


halten werde, weil nur die Ordinaten veränderlich, und fir jeden 


Fall beſonders gegeben find, die Abeiſſen hingegen immer dieſel⸗ 


ben beſtimmten Zahlen⸗ Werthe haben, nämlich die erſte So iſt, 
die Unterſchiede der uͤbrigen aber der Einheit gleich geſetzt werden. 
Die Formel, welche die Flaͤche jeder beliebigen Curve unter den 
Wordins ten, ausdrücken ſoll, muß alſo nolhmnig Bi Geſtalt 
332. Nee B YS TeE. 5 9 | 
d, wo A, B, Ci die gegebenen Si und , 8, yo 


RT 
er 


Ber en, j j 
fi 2 - ’ 
wi | 7 . 236 vr f 


Seftinmte Saften « Eoefficienten bedeuten, die fer lade bens 
Curve die naͤmlichen ſind. | 

Nun iſt ferner klar, daß man ohen die e 
Formel erhalten muͤſſe, man mag von der einen Graͤnze der 
Flaͤche, oder von der andern, das heißt von der Abſeiſſe o, oder 
von der äußerſten größeſten Abſeiſſe anfangen, woraus folgt, 
daß allemal die Ordinaten, die gleich weit von den beiden Enden 
der Abeiſſen entfernt ſind, in dem Flaͤchen⸗ Ausdruck, gleiche 
Coefficienten haben muͤſſen. Man kann alſo allemal zwei Or⸗ 
dinaten zuſammenfaſſen, namlich die erſte und letzte, die zweite 
und vorletzte, die dritte nach der erſten und die dritte vor der 
letzten u. ſ. w. Iſt die Zahl der Ordinaten ungleich, ſo bleibt 
eine in der Mitte allein; iſt ſie gerade , To hat man durchweg 
Paare von Ordinaten. Bezeichnet man daher die Summe je 
zweier Ordinaten durch a, b, e, naͤmlich ſo, daß a die Summe 
der erſten und letzten, b die Summe der zweiten und vorletzten 
Ordinaten bedeutet u. ſ. w., ſo iſt die Geſtalt des Ausdrucks 
der Fläche einer beliebigen Curve, ‚ar der ANGER von | 
einer bil Ableitung rt a er, 


333. eee 


Fuͤr diſen Ausdruck warden die Zahlen: Coefficienten aß, Yon 
verlangt. 


offenbar, daß man. fü 


| auf eine Zahl vo 


4 


V 


Da die Formel fuͤ 
fo iſt es gleichgültig, 


ür jede belishige Curde paſſen ſoll, 
uf welche man ſie anwendet. Es iſt 
ur auf fo viele verſchiedene Curven ans 
wenden darf, als die Formel Zahlen⸗Coefficienten hat, folglich 
Curven, die gerade der Haͤlfte der Zahl der 
aten gleicht, wenn dieſe eine gerade iſt. Denn 


gegebenen Ordin 


man kann dieſe Coefftcienten beſtimmen „ ſobald man fo viele, 


ſie enthaltende, Gleichungen hat, als ihrer ſind. Die Wahl der 
Curven iſt ganz willkuͤrlich. Man kann alſo diejenigen nehmen, 


die ſich am bequemſten quadriren laſſen, und dieſes ſind die Pa⸗ 


1 
U 


rabeln verſchiedener Ordnung, von der erſten oder der geraden 
Linie an. Herr Bérard legt den Scheitel dieſer Parabeln in 
die Axe der x mitten zwiſchen die erſte und letzte Ordinate, 


1 eee 5 \ * N 
ws — * — 
» B. in A (Fig. 3 ), wo alſo die Parabel die 4 5 der x be 


ruͤhrt, die gerade Linie CD aber parallel mit der Axe der x. 
Sowohl dieſe gerade Linie, als die ſämmtlichen Para⸗ | 
beln CAD ſchneiden die beiden Auferften Ordinaten CE und 
DF in der Entfernung 1 von der Axe der X. Hierdurch erhal⸗ 
ten die Gleichungen der Parabeln die moͤglich einfachſte Geſtalt. 


Denn die Gleichung einer Parabel in dieſer Ange‘ iſt allgemein 


| = | | nun die Zahl der gegebenen gleich weit, und 


zwar um 1, von einander entfernten Ordinaten 2m + I, alfo 
m auf jeder Seite des er A, fs ift fuͤr & E a m, 


d y=CE=ı1, alſo pn re p=m, i die Glei⸗ 


chung der Parabel 


wo n willkürlich iſt, welches Bérard immer um 2, von 2 an 


bis zu 2m ſteigen läßt, um die nöthigen m verſchiedener Parabeln 
zu finden. Daß n auf die Weiſe nur geraden Zahlen gleich geſetzt 
wird; geſchieht wohl deshalb, damit die Parabeln fuͤr einerlei y 
zwei gleiche und entgegengeſetzte x, ein poſitives und ein nega⸗ 


tives erhalten, welches die Lage des Scheikels in der Mitte hc 


ſchen den aͤußerſten Ordinaten erfordert. 
Die Flaͤche der Parabel iſt nun allgemein 


\ nt 5 2 my we‘ 9 0 | 1 
335. A e | 
d So ze mtr | 


2 


welches für ang yes und y=CES1, - 1 1 fuͤr da dlüche 


| CAR, alſo für die ganze Fläche carb“ 1 * 5 


. — 


11 5 
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giebt. Die Fläche CEFD unter der geraden dine . 


A ar rer 
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Die Bien der eee, Ponbeln ſind ale, „wenn man 


. 


Re 00 die Sabana, der wa * 
. Eu 1. 2. 0 
y=— 200% lo der Reihe BR „ 10 — . 
mit atzen de geraden Linie 5 „ „ 
VVV 2 m a 
„ 3, 2 ee 
12 
Die verſchiedenen Otdinaten BB, GG, HH x find, der ah. a 
nach, für die 1 förmlich „ 
1 Ki . 5 . ' x? 1 22 J 4 7 95 
E ra E — — — —, — 7 
8 fr 2 hai N W 1 niz ma 


8 l n 
‚für die Parabel Ne N N Do 555 15 
Das Doppelte von jeder giebt die Summe je zweier, von den 
Enden oder von der Mitte gleich weit entfernten Ordinaten, weil 
dieſelben einander gleich ſind 1. w. Multiplicirt man ale ” 
dieſe doppelten Ordinaten mit den unbeſtimmten Zahlen- Coefſti⸗ N 
cienten c, 6 . ... nach der vorausgeſetzten Gleichung 


eb be, fe erhält man fuͤr die verſchirdenen 


Parabeln, die gerade Linie einschließlich, 0 ihre oben gefundene 
Fläche. Alſo iſt 


fur die gerade Annie 2 ＋2 6 e 


er ER | 
| abe 2 a . 
ae die pat bel = 1 1 euer rg m p 


N 


| ‘ We 47 N 2m. 
fuͤr d die ah 605 4 — E me 2c 


2 m im * g mt 
Bi; N N iA 3 7 
N ene EAN „m BR 
m?’ ö . 


T hy . n. A 


Wi. 1 


n F 5 1 1 (+ 

55 Ne ) R * 

N 425 N al, 98 7 
N 4 " {2 , * 


* . U Ae 0 
” ee ee 
15 EN ‘ S - 

| ALT SA, a RT 
“+2 8 ＋ 37. u * m «u WER N N 8 

mam gr 

22m / am 9 m?m u = N 

in 32m - 4 I | 

an Hier ift die Zahl m der Ordinaten auf jeder Seite des 


Scheitels der Zahl der Coefficienten &, 6, 1. gleich, alſo 
bat man ſo viele Gl eichungen zur Beſtimmung dieſer Coefficien⸗ 
ten, als ihrer ſind, und kann folglich dieſelben finden; denn der 
Gleichungen ſind m I, der Coefſicienten eben fo viele. 
| Berard findet die Coefficienten durch bloßes ſucceſſives 
Abbziehen der Gleichungen von einander. Naͤmlich wenn man 

die zweite von der dritten Gleichung, die dritte von der vierten 

u. ſ. w. abzieht, fo erhält man m 1 Gleichungen ohne den 
Coefficienten &, der ſich uͤberall aufhebt. Dividirt man dieſe 
Gleichungen durch den Coefficienten zu Z und zieht wieder eine 
von der andern ab, fo erhaͤtt man m — 2 Gleichungen, alle 
ohne 8. So kann man fortfahren, bis alle Coefficienten bis auf 
den letzten weggeſchafft ſind, fuͤr welchen ſich alsdann eine be 
ſtimmte Zahl findet. 

| Herr Bérard hat die Coefficienten fur 2, 3, . ſ. w. 
bis 12 Ordinaten berechnet, wie Kramp, und dann auch nech 
Für 24 Ordinaten. Beide Rechnungen ſtimmen nach Berich⸗ 
tigung einiger Rechnungsfehler genau. Zur Berechnung der 
Cioefficienten für 24 Ordinaten, ſagt Herr Bérard, wäre eine 

Zeit von etwa 100 Stunden noͤthig geweſen. Ich werde die 
Bi Quadrirungs- oder Zurüͤckleitungs-Formeln mit den Coefficienten 
der Herren Bérard und Kramp am Schluſſe dieſes Auf⸗ 
ſatzes fie Diejenigen, welche die anale der aM 1 

zur Hand 1 mit e A} 
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| Merkwürdig iſt es, daß die Methode des Herrn brart 
sale fo beſtimmten Form und ſogar Lage der Parabeln, das 
Nämliche geben konnte, was die Newton' ſche Methode 


| giebt. Denn hätte Berard andere Parabeln y De andere Li⸗ | 


4 #T x Ni! 
nien angenommen, z. B. bat der Parabeln = 88 > = 
| 4 AP 5 
se die barnbün y-— 57 „ , 55 "fo nde 


er, wie es ſccheint, andere erpeienten gefunden haben. Er ſelbſt 
ſagt, daß die Coefficienten auf unzaͤhlige Arten gefunden werden 
koͤnnen. In wie fern ſie von den ſeinigen verſchieden ſeyn wuͤr⸗ 
den, und welche, wenn ſie verſchieden ſind, der Wahrheit am 
naͤchſten . ent gelegentl . noch eine e Unter⸗ 


ſuchung. 


5 Dreizehnte Naͤherungs-Methode. 


190. 


Ich will fuͤr jetzt noch mittheilen, worauf ich ſelbſt gekom⸗ 
men bin, ehe mir die Bérard' ſche Methode aus dem oben 
erwähnten ſpaͤtern Bande der Annalen bekannt war. 

Es ſcheint naͤmlich, daß ſich die Coefficienten directer aus 
der Natur der gegebenen Curve finden laſſen. | 


616 


191. 


Es kommt auf die Gleichung der Linie, die eine gewiſſe 
Zahl von Ordinaten mit der gegebenen Curve gemein hat, eigent⸗ 
lich gar nicht an, ſondern nur auf ihre Flaͤche unter den Coor⸗ 
dinaten. Man 8 2» 15 folgt, verfahren. Die gegebenen 


Ordinaten ſollen @ 5 TA ERBEN, Ihre Zahl ſoll =m+E 
Neon. Von och einer willkuͤrlichen Curve, welche dieſe Ordi⸗ 
naten fir die beſtimmten Abſciſſen hat, ſey die Gleichung y—lx, 
8 aber nicht zu entwickeln nöthig it, fo it 


die erſte Ordinate 41 b 


die A d-. S yr u em dev, 
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u, it array a 
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Ei = A 1 
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i . vierte „ 1275 ey 55 x 

| und * weiter . 0 „ 
1 a 8 
Biemtit, kaka He 4 By. eh tee 2 


2.3. 5 


Nun e Fläche der neuen Curve ſo sg * 


den, daß man die ganze Abſeiſſe mk mit einem angemeſſenen 


Mittel aus den Ordinaten multiplicirt, welches Mittel man 


dadurch ausdrücken kann, daß man die baus Ordinaten 
1 III 


mit beſtimmten Zahlen ⸗Coefficienten 5 a, a. a multiplicirt 


und dieſe Orbinaten - Tpeile ne alſo durch eine 
Formel, wie N Sara 8 


F 


1 1 2 2 


Die Fläche der en Curse rd add cutgtbrückt durh 


0 > 8 | RR: 
6185 2 80 | 


\ 
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＋a eg 5 45 8 z e e 9 


a 115 een Fx haßt ii 1 0 9 


ee d’Fx 0 5 er ge terte rs 
2.3m EI 

ie weil bekanntlich A m 1 e, e 5 

sah, ame ＋ 5 Az at 1 T1789 


Vagzleicht man dieſe beiden Ausdrücke 415 u. 341.) der Flaͤche , 
mit einar der und ſetzt die Coefficienten zu y, dy, day.... ein⸗ 
fo Wahl man die Gleichungen | 


er 
Mas: „„ 
ii, en „ a =. .m ; 


ae Me 


— 3 14 


40 | \ 4 ä ’ ns 5 . 115 ‚ . 1 
‚342. 5 Las-. sus a 10 
755 k | 3 ; 
we: 2 a! 2 2 
i 1 2 „% RN am 7 
15 1 a. Lam 4 L zm a. Emm a m. 
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Aus dieſen Ghichungen können die fünßetlchen Eoeffiienten 
1 m 
0 a, a, a. . . a gefunden werden, denn es ſind der Gleichungen 
ſo 5 als n nämlich m--. 


* 
* 
N 


* | Wäre die Curse yx etwa die ene Curve fab, 
und wäre dieſe von der Art, daß keine Ableitung der Ordinaten 
conſta t iſt und die folgende verſchwindet, wie es häufig ge⸗ 
ſchieht, ſo muͤßte man unendlich viele Ordinaten nehmen, und 
folglich 1 viele Coefficienten berechnen, denn m waͤre 
um dieſes au den, Mam man 


. Gleichung ſelbſt ift abc 1 dieſe Untersuchung daa un: 
Die Flaͤche einer ſolchen Linie, die alsdann die m+ı=n 
Ordinaten , By . . mit der gegebenen Curve gemein hat, 
nimmt man für die Fläche der gegebenen Curve. Fuͤr die neue 
Curve iſt dann die Zahl m i n der Coefficienten 


8 1 m 5 N. 
a, a.. . . a immer begrenzt und der Ausdruck 


Nm 


n Ta.. 4 a A (339.0 


giebt die Fläche der neuen Curve genau, und folglich auf dieſengeg 
ese die Ba der gegebenen Curve a 


193» 

Es iſt aber nicht nöthig, alle m1 Coefficienten zu be⸗ 
rechnen. Man darf nur die erſte oder letzte Hälfte derſelben, 
nebſt dem mitteln ſuchen, wenn die Zahl ungerade iſt; denn der 
erſte Coefficient iſt dem letzten, der zweite dem vorletzten uf w. 


A gleich, welches ſich, wie folgt, zeigen laͤßt. 


Es heiße c die letzte Ordinate 2, ar Hi die vorletzte 


a—kdz — der > . — . . „ 
+, RE tg Ri 
die zweite vor der . 


M Ane, 
03 2 A 


e akt dr ae dm z 
2. 2.3. m 1 
313 km p 
die erſte kd ee e 3Z. mee , 9 AN { 
2.3 en, u * 
Die Fläche e über der Abſeiſſe nk iſt a m. 
m?’ k 313 m-+ı km-+ı 
ere — dt Pan * 3 er 
2.3 2.3 
n | 
Hieraus folgt, wenn man die letzte Ordinate mit a, die vorletzte 0 


5 m-ı 
mit a u. ſ. w., das Ganze aber mit der Abe W mul⸗ 


* 


22 


wi 
2 
4 a x 


ua 


f de e A a > 8550 f die 
i Fläche 155 Anden, „ und darauf ‚Dein, Ausdruck denjenigen von 


AF eich e , . aa 

u. P: 2 ö i 15 
K 

1 dz+— 25 „ 

* ie 2 . = 7 
o?k? 7 
* a ( d’z— 2 u. di de 
i A 2. 3m 


8 OR 3 31.3 
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k mk? mm km 4 
* * 2 Be 223 — 2.3 m A 


und hieraus 


05 mM m-ı m-2 78% . 
* f * N dä * 2 4 A „4 „„ ＋ Re = L # 
mı m- Ya a g 
— aa I 
2 
7 m-1 a m-2 i o 2 m? 
* a T 22 a ae aa. 


4 om 4. . T mm as ir 

5 Li 
chen Glächungen alſo die Coefficienten ebenfalls gefüllden 
werden koͤnnen. Dieſe Gleichungen ſind aber den obigen an 


Orfiatı vollkommen gleich, und nur darin verſchieden, daß hier 
m 


10 letzte Sorfficient a an 5 Stelle ſteht, wo ſich dt der erſte 


2 befindet, der vorlezte 4 an der Stelle des zweiten a dort 19 


N Ri 


84e. m m1 m2 
der (ten Grup | 3 ganz bite mh. : 
1 


ben, welche die 17 fuͤr a, ih N g ch woraus bout, daß, 
wie behauptet wurde, f / 
0 m 


N I) m-1...2. m-2 ER 5 N 
344. ea, e, e it N 
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Es kommt nun auf die Enbvicklung der einen Dt der 


1 Coefſicienten aus einer der obigen Gruppen von Gleichungen ’ 
RR ‚Gar. ER 342.) an. Die erſte Gleichung beider Gruppen kann 
ganz aus der Rechnung bleiben, weil die uͤbrigen Gleich ungen 

3 3 ’ 9 ) 
den einen Coefficienten, der in der erſten Gleichung mehf vor⸗ 
kommt, alle nicht enthalten. 8 ö n 
1 Es ſey, um die Entwickelung durch ein Beifpiel deutlicher 
zu machen, m6, N ſollen 1 aus den Gleichungen Ai m 
4 5 7 3 182 
. eee e 
. 5 6 2 | 
i meet En N 
I | s 
hit. 5 a E e T. t 
x * EN 345. 1 4 6 4 * 0 
we ae N 
MR, 6 g | Er 
NE . e, „ 
N tee m 
1 Ra 5 a4 262430 2 440 = sahne IR 


len i di auf die erſte jelgene Gleichungen der wen € Sn pe 
X find, wenn man W 


48 n wis 
2 N 8 e, — e, — 2e. en 
Pre: N. \ 2 dn, 5 4 8 


Lu ER 3 4 5 6 u 
feht, die 6 Großen a, a, a, a, a, a gefunden werden. 
Ok CM a 


4 


dritte von der z ah u. 0 w., 1 kommt Be 


HER 2 Wr 3 4 5 6 ur 
ats. as 3a 35 4 6 5a See 1 


nr 7 
— 


’ 3 4 5 6. ö;” m 
2 wars. Zu 5 7 5 4a ＋ 65. ae i 
3 5 1 ar 
wirst 22 95 16. 5 2 
Ä 33 „ 
at st2aha.sah Shan Eu, 5 Aa 2 e 
3 4 * 6 6 5 


Datz. 22 N45 32 455 4 a. ＋ 65. 34 


Man multiplicire jede dieſer e mit 2 und ah. 
\ 


fie von der auf 5 nächſtfolgenden ab, ſo kommt 


5 4 6 ee a 
1 2a T4 3. 2a ＋ 5. 4. 3 +6. =, da e- see ö 
. 5 % ie WE 
3 4 f 4 382 J 35 2 Ph 5. Aa e- 3e 2e 
8 5 S 
35. 24a ＋ 5.3.2 a 4 55. 4. 3 a ＋ 65. 5. 4a Se- 3e ze 
3 | 4 5 5 ER. 2 


37. 24 ＋ 44. 3. Ja ＋ 57. 4. 3 a 4 61. 5. qa e - g3 a e 


Man wultiplicir jede dieſer Gleichungen mit 3 und ziehe 
ſie von der naͤchſten ab, ſo kommt 


4 5 26. % ae a 
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Man multiplieite jede dieſer Gleichungen mit 4 und ziehe 
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Dies ſtimmt genau mit den Ohne von C. te | 
Kramp und Berard fuͤr den Fall m=6 überein. \ 
| . 196. 

Berlangt man z. B. durch die eben nder Forme 
den natürlichen Logarithmen von 2, ſo iſt die Flaͤche der zu 
uadtirenden Curve der natuͤrliche Logarithme z. B. log (IX), 


Folglich find die Ordinaten dieſer Flaͤche y= 8 Für x=o 


aber iſt dieſe Flache So, weil log 1 So, alſo ift die Flaͤche 


1 
log a fuͤr x1, ht muß man der Reihe nach K 


= a 65 . z kin, welches vermoͤge der Gleichung 

1 6 5 5 ee e 

, e re 
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1 55 giebt. Setzt man dieſe Zahlen fuͤr , 8, Y... in die 


obige Formel (3 47.), fo erhält man 
F oder 10.2 0,93 1480622. Der 9 45 Werth 5 
log 2 iſt 0,693 1471805 
Ars ift das Reſultat der Formel bis aut ſechſten Fee 
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Da die Coefficienten nach den hieſigen Rechnungen mit 
den Coteſiſchen, von Kramp und Bérard hernach weiter be⸗ 
rechneten, uͤbereinſtimmen „ ſo iſt hier der Ort, dieſelben mitzu⸗ 


theilen. Ich ſetze, wie geſagt, ſie fuͤr Diejenigen her, welche die 
Annalen der Mathematik nicht beſitzen. (Fig. 35.) Die ganze 
Abſciſſe AG iſt in dieſen Ausdrucken allemal = 1. Die Sahl 


der gleichen Theile AB, BC ꝛc., in welche fie getheilt iſt, nicht 
der Ordinate, welche um 1 groͤßer iſt, giebt der Zeiger i üben 

Zeichen der Ordinate an, auch iſt dieſe Zahl noch ih dem 
Buchſtaben F, der 5 Flaͤche AAG E bedeutet, angemerkt. 
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10 Deeimal- Stellen genau, diejenige für F. 16 bis 18 Deci⸗ 
in -Stellm, Meines Erachtens wird man ſelten die Formel 


N. 
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b und neo weniger eine Formel ii noch 1 


auchn achter ſchon und ohne vie leicht eben ſo vie 
der Schaͤrfe der Rechnung zu verlieren, wuͤrde man die 1 
drirende Fläche ſtuͤckweiſe berechnen, z. B. dieſelbe 3 ik 
4 Theile ſtatt ſogleich in 24 a ‚tbeilen, and tan bo 
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Besonders nützlich ſind dieſe Formen auch da, wo man 
nicht ſowohl die Gleichung der zu quadrirenden Curve, als nur 
einzelne Ordinaten kennt. Dann dienen die Formeln ſtatt der 
Jie 75 i 


* \ 


ee.” 198. 
S0 5 übrigens, dem Anſchein nach, die ebereifline 


mung des Reſultats der Formeln mit dem wirklichen Werthe 


der geſuchten Größe iſt, fo muß man doch gewiß bei dem Ge⸗ 
brauch derſelben aͤußerſt vorſichtig ſeyn, weil ſich die Formeln, 
im Fall die gegebene Curve irgend einen fingulären Punkt in 
demjenigen Umfange der Abſeiſſe hat, welchen die Formeln um⸗ 


faſſen, ungemein von der Wahrheit entfernen konnen. Man 


ſichert ſich gegen dieſe Fehler ſelbſt dadurch nicht, daß man die 
Abſeiſſe nicht groß annimmt, ſondern man muß nothwendig die 
Natur der gegebenen Curve, ehe man die Formeln gebraucht, 
vollſtaͤndig unterſuchen und ſich überzeugen, daß in dem Um⸗ 
fange der gegebenen Abfeiffe nichts vorkommt, was eine bedeu⸗ 
tende Abweichung von der Curve, die man an die Stelle 


der gegebenen ſetzt, hervorbringen könnte. Man denke nur an 
die oft ſeltſame Geſtalt der Curven höherer Ordnung und an die 


beinahe plötzlichen Veraͤnderungen ihrer Biegungen. Wie ſoll 
wohl z. B. ein Abſpringen von einer Seite der Axe nach der 
andern, ein conjugirter Punkt, in welchem ſich ein gegebenes 


Oval zuſammenzieht, eine Aſymptote u. ſ. w. mit einer Parabel 


verglichen werden? Laͤge aber in dem Umfange der gegebenen 
Abſciſſe z. B. eine Aſymptote, fo kann die wirkliche Fläche un⸗ 
endlich groß ſeyn, waͤhrend die Formel vielleicht etwas ſehr 
Geringes giebt. Trennen ſich in dem Umfange der Abſeiſſe 


Zweige der Linie, ſo kann die wirkliche Flaͤche unmoglich ſeyn, 
oder von der Fläche der gegebenen Cueve nichts uͤber der gege— 


benen Abſciſſe liegen, während die Formeln ein beſtimmtes 
Maaß angeben u. ſ. w. Mit Sicherheit wendet man dieſe 
Formeln nur fuͤr eine ſolche Strecke der Abſeiſſe an, innerhalb 
welcher die gegebene Curve ſich durchaus regelmäßig und ſtetig 
kruͤmmt. Die Formeln ſind aber deshalb fuͤr Curven, die ſich 


nicht durchweg ſtetig kruͤmmen, keinesweges unbrauchbar. Man 
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De] 


PER fie nur auf einzelne Stücke der gegebenen Curve von einem 
ſingulaͤren Punkt bis zum andern gebrauchen, und wo Aſym⸗ 
ptoten und dergleichen vorkommen, die Abſciſſen⸗ klein genug an⸗ 
nehmen, fo paſſen fie fir jeden Fall. Die fingulären e 
aber muß man nothwendig vorher aufſuchen. 


Bemerkungen uͤber noch andere Methoden. 
9 
1 | 199. 1 1160 
Es giebt unſtreitig noch viele andere Mittel, den Werth 
einer Stammgröße naͤherungsweiſe zu finden, ſelbſt nach der 
Idee, auf welcher die Newton'ſchen, Coteſiſchen, Kramp'ſchen 
und Beérard'ſchen Methoden beruhen. Die Flaͤche einer Curve, 
naͤmlich von x bis X ＋ k, wird N ausgedrückt vun 


aK Ay 0 — 71 * 


wo im erſten Gliede die Ordinate y mit der Abſeiſſe N 
zweiten die trigonometriſche Tangente dy des Tangenten⸗ Bine 


2 


k K 
kels mit 5 im dritten Gliede d?y mit 5 ſ. w. multi⸗ 


plicirt iſt. Nun wird nach der obigen Newton'ſchen Idee die 
Flaͤche einer Curve auf die Weiſe ausgedruͤckt, daß man ein 
Mittel mehrerer Ordinaten mit der Abfeiffe multiplicirt, welches 
ſich alſo gleichſam auf das erſte Glied des allgemeinen Aus⸗ 
drucks bezieht. Man kann alſo auch den naͤhernden Ausdruck 
ſo einrichten, daß man nicht allein ein Mittel der Ordinaten 
mit der Abſeiſſe, er zugleich ein Mittel der Tangenten 
der Winkel, welche die Linien an der Stelle der Ordinaten mit * 
der Abſeiſſe macht, etwa mit dem Quadrat der Abſeiſſe multi⸗ i 
5 plicirt, welches darauf hinauskommen wuͤrde, daß man annimmt, 
die gegebene und die angenommene neue, bequem zu quadrirende 
Curve ſollen nicht allein eine gewiſſe Zahl von Ordinaten, ſon⸗ 
dern auch an dieſen Ordinaten die Tangenten mit einander ge⸗ 
mein haben. Etwas dieſer Idee Aehnliches hat auch vielleicht 
ſchon Lambert an indem er bei ae a erwaͤhn⸗ 


1 275 — ' 
| en a en über dieſen Gegenſtand, die age a 
in eine Tangente legt. Dadurch nun wuͤrde ſich die Form des 
naͤhernden Ausdrucks auf die beiden erſten Glieder des allgemei⸗ 
nen Ausdrucks der Fläche beziehen. Setzt man ferner, die neue 
Curve ſolle mit der gegebenen eine beſtimmte Zahl Ordi⸗ 
naten, und an denſelben zugleich die Tangenten und die Kruͤm⸗ 
mungs⸗Kreiſe gemein haben, fo wuͤrde die Geſtalt der naͤhern⸗ 
den Formel den drei erſten Gliedern des allgemeinen Ausdrucks 
entſprechen u. fr w. 


200. 77 N 
Dieſe Uebereinſtimmung der Tangenten⸗ Winkel, der Krüms 


mungs⸗Kreiſe u. ſ. w. iſt nach der obigen a Methode 
leicht in Rechnung zu bringen. 


Soll z. B. eine neue Curve m+ı Ordinaten und zugleich 
die Tangente an dieſen Ordinaten mit denen der gegebenen 
Curve gemein haben, und folglich, wenn die Ordinaten 
0 1 ga 5 | f f 
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etwa durch b | 
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